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Olympialaisista 1.1

1.1 Olympialaisista

e Itdmeren alueen tietotekniikkaolympialaiset
(Baltic Olympiad in Informatics, BOI)

— 6-henkiset joukkueet
— 2 perdkkdista kisapdivaa
— aikaa 5h / pdiva

— 3 tehtdvasa / paiva (1h 40 min. /
tehtdva), kaikki tehtdvat samanarvoisia

e Kansainvdliset tietotekniikkaolympialaiset
(International Olympiad in Informatics, IOI)

— 4-henkiset joukkueet

— kisapdivien vadlissd lepopdivd.

— muuten kuin (suurempi) BOI
e Palkintoja jaetaan: 1/12 kultaa,

1/6 hopeaa, 1/4 pronssia (ja loput 1/2
jaavat ilman).

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 2

Johdanto 1

1 Johdanto

e Tama kalvosarja perustuu
ohjelmointikilpailukirjaan [8].

e Kirjaan liittyy verkkopalvelin
http://www.programming-challenges.com/

jossa sen ongelmia voi ratkoa.

e My0s toista palvelinta
http://online-judge.uva.es/

voi kayttaa.

Sielld on enemmadn tehtdvid, mutta se on
hankalampi kayttaa.

e Opiskelutapana onkin
1. tutustua johonkin lukuun

2. ratkoa sen tehtavia.
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Olympialaisista 1.1

e Algoritminen painotus
(ohjelmointindppédryyden sijaan):

— Yksinkertaiset sydte- ja tulostusasut yms.

— Testit on pyritty suunnittelemaan siten,
etta

* yksinkertaisellakin ratkaisulla saa osan
pisteista

* mutta tdysiin pisteisiin tarvitaan
tehokas ohjelma.

— Kirjan ja kisatehtavien valilla on joitakin
teknisid eroja:

* Kisassa kdytetddn nimettyjd syodte- ja
tulostiedostoja, kirjassa
nimeamattoémia oletusvirtoja.

* Kisassa yksi tiedosto sisdltda yhden
testisyotteen, kirjassa voi tulla monta
sybtettd perakkdin.
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Olympialaisista 1.1

Erdajotehtdvd kuten Datatdhti-kisassa —
tavallisin.

Avoin tehtava:
e Testisydotteet annetaan etukdteen.

e Laske kysytty tulos haluamallasi tavalla:
— kynélla ja paperilla (1)
— nokkelalla algoritmilla nopeasti
— yksinkertaisella algoritmilla
tausta-ajona, kun mietit muita

tehtavid,. . .

Vain ratkaisu pisteytetddn, tapaa ei.

On-line tehtdva:

e Ohjelmasi "keskustelee” testausrobotin
kanssa.

e Pelaa lautapelid sitd vastaan tms.

e Pisteytys voi riippua keskustelun

maddrasta.
Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 4
Tehtdvien ja ratkaisujen kokoluokista 1.2

1.2 Tehtdvien ja ratkaisujen
kokoluokista

e Tehtdvistd ndkee jonkin
suureen n ~ sybtteen maara.

Esimerkiksi sydterivien lukumaaran.

e Nykyaikaisilla Kilpailukoneilla voi tehda
suunnilleen muutaman miljoonan ~ 220
perusoperaatiota / CPU-sekunti:

— Perusoperaatiot riippuvat tehtdvasta:
silmukkakierrokset, rekursiokutsut,. . .

— Kellotaajuus on useita satoja
... muutama tuhat MHz eli miljoonia
kaskyja / CPU-sekunti.

— Ohjelmakoodi sisdltda kymmenia
...satakunta kdskyd / perusoperaatio.

e Ndistd voidaan arvioida, kuinka tehokasta
algoritmia tehtdvan laatija hakee.
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Olympialaisista 1.1

1. Aloita tutustumalla kaikkeen jaettuun
materiaaliin!

e Saat tehtdvistd 2 versiota:

englanninkielinen virallinen versio, joka
pdtee jos versiot poikkeavat toisistaan

suomenkielinen kdaannds, joka on
epavirallinen.

e Voit pyytdd tasmennyksid tehtdviin

— vain ensimmdisen tunnin ajan!

— muotoiltuna kylld/ei-kysymyksiksi.

2. Jatka kokeilemalla testausrobottia:

e Voit Idhettdad sille ratkaisuehdotuksiasi
testattavaksi.

e Se palauttaa vastauksena testien
tulokset.

e Viimeinen ehdotuksistasi pisteytetddn.

o Pisteytys tehdddn vasta kisapdivan
Jjdlkeen eri sydtteilld kuin testaus!

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 5

Tehtdvien ja ratkaisujen kokoluokista 1.2

Jos suureen n koko on joitakin. ..

kymmenid (esim. n ~ 20), niin raakaan
laskentavoimaan perustuvaa kaikkien
vaihtoehtojen lapikdyntia.

Perusmenetelmia ja tehostuksia kalvoilla 7.

satoja (esim. n ~ 100), niin kuutiollista O(n3)
algoritmia.
Esimerkiksi kalvot 9.1.2 missd n = solmujen
maadrd.
tuhansia (esim. n ~ 1 000), niin
nelisllistd O(n?) algoritmia.
Esimerkiksi kalvojen 3 hidasta jarjestamista.
kymmenis tuhansia (esim. n ~ 216 ~ 65 000),
niin O(n -logs(n)) algoritmia, kuten. ..
e kalvojen 3.2 nopeaa jarjestamista

e kalvojen 2.3 tehokkaiden kekojen kdyttoa

e kalvojen 10.1.1 binddrihaun kdyttod.
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Tehtdvien ja ratkaisujen kokoluokista

1.2 Tietorakenteista

e Merkinta

O(suureen n lauseke)

tarkoittaa intuitiivisesti

"Algoritmi tekee oleellisesti tamdn
verran perusoperaatioita, kun sille
annetaan sydte jonka koko on n.”

e Se hdivyttda ndkyvista

— laite- ja ohjelmointikielikohtaiset erot
vhden perusoperaation kestossa

— kadyttdytymisen pienilla n, joilla

alustuksiin saattaa kulua suuri osa ajasta

— algoritmin muiden kuin hitaimman
vaiheen vaikutukset.

e Tarkempi maddritelmad sivuutetaan.

[1, luku 3.1; 6, luvut 2.1 ja 2.2]

2 Tietorakenteista

[8, luku 2]
e Jos ohjelmointikielelld on standardoitu
tietorakennekirjasto kuten
C++4 Standard Template Library (STL)
Java pakkaus java.util
niin kdyta sitd!

e Muuten tietorakenteet joutuu toteuttamaan
kisatilanteessa kasin.

e Suoraviivainen toteutus taulukolla on usein
helpointa.

Dynaamisen muistin varaus ja vapautus
kdsin on virhealtista.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia

Tietorakenteista
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e Tavallisesti kisatehtdvistd ""'ndkee” suureen
M = montako tietuetta tietorakenteeseen
pitda enintdadan mahtua kerrallaan.

e Suure M riippuu sydtteen koosta.

e Esitellddn, miten perustietorakenteet
pino (kalvot 2.1)
jono (kalvot 2.2)
keko (kalvot 2.3)

voidaan toteuttaa M-paikkaisella
taulukolla A.

2 Pinot 2.1
2.1 Pinot
[1, luku 10.1]

e Pinolla (stack) on 1 pdd, johon kohdistuvat
kaikki perusoperaatiot:

— uuden tietueen lisdys eli "PUSH"
— vanhan tietueen poisto eli "POP"

— pddllimmadiseen tietueeseen
kurkistaminen eli "TOP"”

Lisdksi voidaan kysyd, onko pino tyhjd vai ei.

e Viimeiseksi lisdatty tietue poistuu
ensimmadisend.

(Last In, First Out)

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia
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Pinot

2.1

e EsimerkKki: lautaspino astiakaapissa.

— Kattaukseen otetaan aina pdallimmainen

lautanen.

— Astianpesukoneesta laitetaan uusi
lautanen aina padallimmaiseksi.

— Vain pdallimmaisestd lautasesta ndkee,
onko se pesty kunnolla.
e Toteutus:
— Taulukkona on A[1...M].

— Lisdksi muuttuja koko muistaa pinon
syvyyden, eli siind nyt olevien tietueiden
lukumaaran

Jos koko = 0, niin pino on tyhja.

— Tietueet talletetaan takaperin:

1. padéllimmainen on A[koko]
2. sen alla on A[koko —1]

3. ...

Lisdys:

koko := koko+1;
Alkoko] := lisattava tietue t.

Poisto:

koko := koko —1.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia
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Jonot 2.2

Jonot 2.2
2.2 Jonot
[1, luku 10.1]

Jonolla (queue) on 2 paata:
alkupdd josta otetaan tietueita pois

loppupdd johon lisatdan uusia tietueita.

Tietueet poistuvat jonosta
saapumisjdrjestyksessd.

(First In, First Out)

Esimerkki: kassajono kaupassa.

Voidaan sallia my0os

— lisdykset alkupdahdan

— poistot loppupddhdn

jolloin saadaan pakka (double-ended queue,

dequeue).

e Taulukkona on A[0...M —1].

e Indeksointiperiaate:

— A[i] tehddankin A[i mod M]

— eli jakojadannds pituuden M suhteen
("modulo M™")

— eli taulukko onkin kehd, jossa "viimeisen”
paikan A[M — 1] jdlkeen onkin jdlleen
"ensimmainen” paikka A[O].

Kadytetdadan kahta apumuuttujaa:

— alku = jonon ensimmadisen tietueen
indeksi

— koko = jonossa olevien tietueiden
lukumadara.

Jonon alkiot ovat perdkkain
taulukkopaikoissa

Alalku], Alalku +1], Alalku +2], ...,
Alalku 4 koko —1] (mod M)

(siis tyhjélld jonolla koko = 0).

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia
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Jonot 2.2 Keot 2.3

e Ensimmiisen tietueen Alalku] poisto: 2.3 Keot

alku := (alku—+1) mod M;

koko := koko —1. e Tietorakenne keko (heap) eli prioriteettijono

(priority queue) [1, luvut 6.1-6.3; 6,
luku 6.4] on sellainen tietuevarasto
e Viimeisen tietueen

Al(alku 4 koko —1) mod M] perddn lisdys: — jossa tietueiden t avainkenttien avain|t]
vdlilla on jokin jdrjestysrelaatio <

koko := koko +1; . e . _—
— josta jarjestyksessd pienimmdan tietueen

Al(alku 4+ koko —1) mod M] := lisattdva IGvtaminen i isto on n
tietue t. oyta en ja poisto on nopeaa.
. ) lisavs: e Esimerkki: pdivystyspoliklinikka, jossa
e Ensimmadisen tietueen eteen lisdys: potilaat hoidetaan kiireellisyysjarjestyksessa.

if alku =0 then

alku ‘= M —1 e Yksinkertainen binddrikeko (binary heap) on

else — taulukko A[1...M]
alku = alku—1
end if; — josta on kdytdssd alkuosa A[l...koko]
koko := koko +1; (siis tyhjélla keolla koko = 0)
Al(alku] := lisattava tietue t.

— jossa vallitsee kekoehto (heap property)

avain[A[i]] < min(avain[A[vasen(z)]],
avain[A[oikea(1)]])

koko := koko —1. kaikkialla (eli indekseilld 1 <4 < koko).

e Viimeisen tietueen poisto:
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Keot 2.3 Keot 2.3

e Tarvittavat apulausekkeet ovat

. 2.1 kun 2 -¢ < koko
vasen(z) =
NULL muuten
2.-¢4+1 kun2-74+1 < kok
oikea(i) = it un i+ 1< koko =
NULL muuten =
i kun i > 1
pappa(i) = 2] !
NULL muuten

(siis alaspdin pyoristden).

e Apulausekkeet voitaisiin johtaa
— ajattelemalla kekoa bindaripuuna

— joka on toteutettu taulukkona A.

[1, kuva 6.1] //

e Apulausekkeet "hyppddvat” taulukossa A
aina kaksi kertaa kauemmas:
1 vasen 2 vasen vasen 8 vasen E

4

Siita tehokkuus: tarvittavan hyppyjonon
pituus on

O(logs(koko)) askelta.
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Pienimman tietueen haku ja poisto 2.3.1

2.3.1 Pienimmdn tietueen haku ja poisto

e Pienin tietue on taulukkopaikassa A[1]
kekoehdon nojalla.

e Taulukkopaikassa A[:] olevan alkion poisto:
procedure delete(i: indeksi)

if ¢+ = koko then
koko := koko —1;

else
vaihda(i, koko);
koko := koko —1;
heapify(z)

end if.

e Aliohjelma heapify(7)

olettaa aluksi ettd kekoehto on voimassa
indeksistd ¢ vasemmalle ja oikealle
mentdessa

takaa lopuksi ettd kekoehto on voimassa
my0Os indeksissa s.

Se saadaan ohjelmoimalla kekoehdon
rekursiivinen mddritelma.
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Uuden tietueen lisdys ja keon luonti 2.3.2

2.3.2 Uuden tietueen lisdys ja keon luonti

e Uusi tietue ¢t lisataan kekoon tekemadlla
kalvojen 2.3.1 poisto toisin pdin:

koko := koko+1;
A[koko] 1= t;
siftup(koko).

procedure siftup(i: indeksi)
J = pappa(i);
if j 2 NULL and avain[A[i]] > avain[A[j]]
then
vaihda(i, 5);
siftup(y)
end if.

e Tietueista t1,...,tn Saadaan keko
seuraavasti:

1. Varaa tarpeeksi suuri keko A[l...n], joka
on aluksi tyhja.

2. Lisda kekoon kukin tietue t.

O(n-logs(n)) askelta.

Pienimmadn tietueen haku ja poisto 2.3.1
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procedure heapify(i: indeksi)
l := vasen(i);
r 1= oikea(1);
if [ 2 NULL and avain[A[l]] < avain[A[]]
then

ji=1
else

ji=
end if;

if %= NULL and avain[A[r]] < avain[A[j]]
then
ji=r
end if;
if j % ¢ then
vaihda(s,3);
heapify(j)
end if.

e Aliohjelma vaihda(i,j) vaihtaa
taulukkopaikkojen A[i] ja A[j] sisallot
keskendan.

e Rekursiokutsu heapify(j) voidaan
ohjelmoida myds while-silmukalla, koska se
tehddan viimeisena.
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Uuden tietueen lisdys ja keon luonti 2.3.2

e On nopeampikin tapa:

Varaa tarpeeksi suuri taulukko A[l...n];

Kopioi tietueet tq1,...,t, taulukkoon A;
koko = n;
for £k := n down to 1 do
heapify(k)
end for.

e Voidaan laskea (ei ihan helposti) ettd vain

O(n) askelta.

e Kalvojen 2.3.1 aliohjelmaa heapify(k) ei
tarvitse kutsua, jos
vasen(k) = oikea(k) = NULL.

Siis for-silmukan voi aloittaa vasta arvosta

.
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Kahvat keon tietueisiin

2.3.3

2.3.3 Kahvat keon tietueisiin

e Joskus on pddstdva kdsiksi myds muihin

keossa oleviin tietueisiin ¢ kuin vain
pienimpdan.

e Hankaluuksia:

— Keko ei ole kokonaan jdrjestyksessd,
joten tietueen t etsintd olisi hidasta.

— Tietueen t indeksi keossa muuttuu
keko-operaatioiden myo6td.

e Erds yksinkertainen ratkaisu:

— Itse tietueet t talletetaankin
kekotaulukon ulkopuolelle, jolloin niihin
padsee kdsiksi.

— Kekotaulukon paikkaan A[z]

talletetaankin pelkkad viite (osoitin tms.)

vastaavaan tietueeseen t.

— Tietueeseen t lisataan uusi
kenttda kahvalt] (handle) [1, luku 6.5].

Kahvat keon tietueisiin

2.3.3

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia

Kahvat keon tietueisiin

e Kenttd kahva[t] =

joko se kekotaulukon A indeksi j, jossa
tietue ¢ talla hetkelld on

tai NULL, jos tietue ¢ ei tdlla hetkelld ole

keossa.

e Muistisdanto:

kahva[A[:]] =1

e Kahvoja yllapidetdaan, kun
— kutsutaan aliohjelmaa vaihda(z, 5):
vaihdetaan myds kenttien

kahva[A[:]] = ¢
kahva[A[j]] = j

sisdllot keskenddn.

— keon koko muuttuu:

lisdyksessd kahva[A[koko]] = koko

poistossa kahva[A[koko]] = NULL.

2.3.3

Kekotaulukko A

tietue t
kentta kahva

kentta avain

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia

Kahvat keon tietueisiin

25

2.3.3

indeksi i

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia

e Kentdn kahva[t] avulla voi

pienentdd kenttdd avainlt]:
siftup(kahvalt]) kalvoilta 2.3.2.

suurentaa kenttdd avainlt]:
heapify(kahva[t]) kalvoilta 2.3.1.

poistaa koko tietueen t keskeltd kekoa:
delete(kahvalt]) kalvoilta 2.3.1.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia
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Pidentyvd taulukko 2.3.4

2.3.4 Pidentyvd taulukko

[1, luku 17.4]

e Jos kalvojen 2.3.2 lisdyksessd
— onkin jo koko = M
— eli taulukko A onkin jo tdynna?

e Kaksinkertaistetaan ensin dynaamisesti
varatun taulukon pituus M > 0:

varataan dynaamisesti uusi
taulukko B[1...2 - M]

kopioidaan vanha taulukko A[l...M]
uuden taulukon B alkuun

asetetaan taulukon alkuosoittimen uudeksi
arvoksi B.

vapautetaan taulukon alkuosoittimen
vanhan arvon A osoittama dynaamisesti
varattu muisti.
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Jarjestamisesta 3

3 Jdrjestdmisestd

e Ohjelmointikielten vakiokirjastoissa on usein
jarjestamisalgoritmeja valmiina:

#include <stdlib.h>

void gsort(void *base, size_t nmemb, size_t size,
int (*compar) (const void *, const void *));

Niitd kannattaa kdyttaa!

e Tutustutaan muutamaan perusalgoritmiin
siltd varalta ettd kisatehtdvdssad on
hyddyllista

— kayttda
— muokata
juuri tiettya algoritmia [8, luku 4].

e Olkoon jdrjestettdva aineisto taulukkona
A[0...N —1].

e Kdytetdan aliohjelmaa vaihda(s,j)
kalvoilta 2.3.1.

Pidentyvd taulukko 2.3.4
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e Yksittdinen pino-operaatio voi silloin
hidastua

O(M) askeleeseen.

o Koko ohjelman suorituksessa nakyy
hidastusta vain

O(1) askelta/pino-operaatio

koska jokainen hidastunut operaatio tekee
tyon, joka hyddyttdd kaikkia sen jdlkeen
tehtdvid operaatioita.

e Kisatehtdvissad ei yleensd tarvitse Iyhentda
taulukkoa, vaikka se alkaisikin tyhjentyd.

Jos tarvitsee, niin silloin kddnteinen
periaate: Taulukko puolitetaan vasta kun se

on ends } tdynna.

e Samaa ideaa voi kayttdd muissakin
taulukkopohjaisissa tietorakenteissa.
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Yksinkertaisia menetelmid 3.1

3.1 Yksinkertaisia menetelmid

e Esitellddan 2 yksinkertaista
jarjestamismenetelmaa:

— valintajarjestaminen (kalvoilla 3.1.1)

— sijoitusjdrjestaminen (kalvoilla 3.1.2)

e Ne vievdt

O(N?) askelta.

Kalvoilla 3.2 esitellddn niitd nopeampi
menetelma.

e Ndilla menetelmilld on kuitenkin muita hyvia
piirteita.
Esimerkiksi ne ovat vakaita (stable): yhta

suurten sybtetietueiden keskindinen jarjestys
pysyy samana.
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Yksinkertaisia menetelmid 3.1

Yksinkertaisia menetelmid 3.1

e Molemmat menetelmat kdyttavat seuraavaa
perusideaa:

— Taulukon alkuosa
A[0...1i—1]
on jo jarjestyksessd.
— Taulukon loppuosa
Ali...N —1]
koostuu niistd tietueista, jotka taytyy
vield jarjestad.

— Joka silmukkakierroksella loppuosasta
valitaan jokin tietue

Alj]
joka vieddadn oikealle paikalleen
alkuosaan.

— Nad&in alkuosa kasvaa
i—1+1

ja loppuosa lyhenee yhdelld tietueella.
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Valintajdrjestaminen 3.1.1

3.1.1 Valintajdrjestaminen

e Valintajadrjestdminen (selection sort) [6,
luku 3.1]

valitsee loppuosan pienimmdén tietueen

siirtdd sen alkuosan perdan.

e Eij vaihda turhaan tietueita keskendan.

e Jos sisdasilmukkaa tehostetaan kalvojen 2.3
kekotietorakenteella, niin saadaan nopea
kekojarjestdminen (heapsort) [1, luku 6.4;
6, sivut 223—224].

Tosin vakaus menetetdan.
for:i := 0to N—-1do
ji=1
for k :=:+1to N—-1do
if A[k] < A[j] then

7=k
end if
end for;
vaihda(i, 5)
end for.
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e Esimerkki hyddyllisestd tavasta varmistua
silmukan oikeellisuudesta invariantilla:

— Jollakin (oleellisella) vaitteella ¢, jonka
silmukka toteuttaa.

— Hyddyllisid myds muistisaantdind!

[1, luku 2.1]

e Nyt ¢ on taulukon jako alku- ja loppuosaan.

e Silmukan

alussa ¢ on totta alustuksen vuoksi.
Nyt koska alustetaan ¢ = 0.

aikana ¢ pidetadn totena kirjoittamalla
silmukan runko sen mukaisesti.

Nyt koska A[j] kdsitellddn sopivasti
ennen kuin i kasvaa.

lopussa ¢ on yha totta, kun loppuehto
laukeaa.
Nyt loppuehto on ¢« = N, ja siis koko
sybtetaulukko A on saatu lajiteltua.
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Sijoitusjdrjestdminen 3.1.2

3.1.2 Sijoitusjdrjestdminen

e Sjjoitusjdrjestaminen (insertion sort) [1,
luku 2.1 sekd kuvat 2.1 ja 2.2; 6, luku 5.1]

valitsee loppuosan ensimmdisen tietueen

siirtdd sen alkuosan sopivaan vdliin.

e Ej valitse turhaan tietueita.

e Tehokas, jos A on melkein jarjestyksessa.

for i := 0 to N—-1do
Ji=4
while ;5 > 0 and A[j] < A[j — 1] do
vaihda(j,7 — 1);
ji=35-1
end while
end for.
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Sijoitusjdrjestaminen 3.1.2
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Pikajdrjestaminen 3.2

3.2 Pikajdrjestdminen

e Pikajdrjestaminen (quicksort) [1, luku 7.1;
6, luku 4.2] on kadytdnndssd tehokkain ja
yleisin jarjestamismenetelma.

e Se vie

tyypillisesti
O(N -1og>(N)) askelta
joka on paras mahdollinen!
pahimmillaan

O(N?) askelta.

e Esimerkiksi kalvoilla 3.1.1 mainittu
kekojdrjestaminen vie pahimmillaankin vain

O(N -logs(N)) askelta
mutta on kdytdnndssa

— hitaampi

— vaikeampi ohjelmoida.
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Sijoitusjdrjestdminen 3.1.2
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Pikajdrjestaminen 3.2

e Pikajdrjestaminen saadaan kalvojen 10.1
hajoita ja hallitse -periaatteella.

e SyoGtetaulukon Afp...r] jako osiin:
— Vaihdellaan sen alkioita keskenddn

— kunnes on olemassa sellainen
indeksi p < g < r jolla patee:

— alkuosan Alp...q — 1] alkiot ovat
korkeintaan yhta suuria kuin jako- eli
napa-alkio (pivot) Alq]

— loppuosan A[g+ 1...r] alkiot ovat
vdhintdan yhtd suuria kuin Alq].

Sitten lajitellaan rekursiivisesti alku- ja
loppuosa.

e Rekursio ei tarvitse jdlkikdsittelya:
— A[q] on jo oikealla paikallaan

— alkuosa jarjestyy paikallaan, samoin
loppuosa.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia
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Pikajdrjestaminen 3.2

procedure quicksort(p, r: indeksi)

if p <r then
q = partition(A4,p,r);
quicksort(A,p,q — 1);
quicksort(A,q+ 1,7)
end if.

function partition(p, r: indeksi) : indeksi

1: Valitse jollakin strategialla jokin
alkioista A[p...r] jakoalkioksi z;

2: Vaihtele alkioita A[p...r] siten, ettd jaolta
vaaditut ehdot tulevat voimaan;

3: return se indeksi ¢ johon rivilld 1 valittu
jakoalkio xz pddtyi rivin 2 vaihtojen
seurauksena.

e Rivilld 1 kannattaisi valita sellainen x
jonka ¢ on mahdollisimman keskelld
taulukkoa A[p...r].

e Mutta se pitdisi tehda oleellisesti yhdella
pyyhkdisylla, eli

O(r —p) askeleessa. (D)
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Aineiston partitiointi 3.2.1

3.2.1 Aineiston partitiointi

[1, kuvat 7.1-7.3]

e Kehitetddn erds sellainen
funktio partition(A,p,r) joka toteuttaa

yhtdlon (1).
e Jaetaan sydte A[p...r] 4 osaan:
1. Osan Alp...1] alkiot ovat < =z.
2. Osan A[i+1...5 — 1] alkiot ovat > z.

3. Osan A[j...r — 1] alkioita ei ole vield
kdsitelty.

4. Osa A[r] = z on jakoalkio. Se ei muutu.

e Tama 4-jako olkoon silmukkainvariantti.

e Joka kierroksella kdsitelldan osan 3 seuraava
alkio A[j] osaan 1 tai 2.
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Aineiston partitiointi 3.2.1

function partition(p, r: indeksi) : indeksi

1: ¢ 1= Alr];

2: 1 :=p-—1;

3. forall j :=ptor—1do
4. if A[j] <=z then

5: 1= 14+ 1;

6: vaihda(s, )

7 end if

8: end for;

9: vaihda(i 4+ 1,7);

Jury
e

return 7 + 1.

e Voitaisiin parantaa jakoalkion z
valintastrategiaa:

Viimeisen valinta on huono strategia:

Jos A on jo valmiiksi lajiteltu?

Jakoalkio laidassa on hyva ohjelmoinnissa:

Se ei ole muiden alkioiden siirtelyssa
tiella.

Hyvd strategia voi aloittaa vaihtamalla
valitsemansa paremman jakoalkion
taulukon laitaan.
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Aineiston partitiointi 3.2.1 Aineiston partitiointi 3.2.1
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Jarjestaminen algoritmin osana 3.3 Jdrjestaminen algoritmin osana 3.3
3.3 Jdrjestadminen algoritmin osana
e Tehokas jarjestaminen on usein
kdyttokelpoinen aliohjelmana. ° € .
1 .
e Esimerkiksi sydtteen jarjestaminen o : o
etukdteen helpottaa usein lopputydta.
- ®
e Esimerkki kalvojen 12 laskennallisesta f,.*"
geometriasta: L L
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
— Sybtteend pisteet p1,po2,p3,...,0n _."'é °
koordinaatistossa kokonaislukupareina ..f' 1
pi = (pi-z,p;-y) € Z X L.
- °
— Ovatko mitkdan kaksi pistettd samalla
origon (0, 0) kautta kulkevalla suoralla? 1
— Oletetaan ettd jokainen z; = 0.

e Muita esimerkkeja: kalvojen 10.2.6 tehtdva,
Grahamin pyyhkdisy kalvoilla 12.2, janojen
leikkaaminen kalvoilta 12.4.2,. ..
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Jdrjestaminen algoritmin osana 3.3

e Origon ja pisteen p kautta kulkevan suoran

yhtéld on
y = kulmakerroin(p) - =
missd
kulmakerroin(p) = by
p.x

joten pisteet p; ja p; ovat samalla origon
kautta kulkevalla suoralla tasmadlleen kun

kulmakerroin(p;) = kulmakerroin(p;).

e Ongelma saa siis muodon:

"Toistuuko luvuissa
K = kulmakerroin(p1),
kulmakerroin(ps),
kulmakerroin(psz),

kulmakerroin(pn)
mikaan arvo?”

Muunnos vie

O(n)
askelta.
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Jarjestaminen algoritmin osana 3.3

e Ratkaisussa on vield ongelma:

kulmakerroin(p;) € Q

joten eikd Z-aritmetiikka riitakaan?

o Kirjoitetaan auki algoritmin testi

kulmakerroin(p) < kulmakerroin(q)

Py 4y
p.x  q.x

josta ristiin kertomalla saadaan

py-qx<px-qy kunpx-qx >0
py-qx >px-qy kunpx-qgxr<O0

joka on Z-aritmetiikkaa.

e Jdrjestdd saa minkd tahansa
Jjdrjestysrelaation suhteen.

Jarjestetdan siis tamadn relaation suhteen.

e Tdllaisen vuoksi valmiit kirjastorutiinit
jarjestamiseen usein ottavatkin kdytettdvan
vertailurutiinin parametrina.
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Jdrjestaminen algoritmin osana

3.3

Perusmenetelmd tekee jokaiselle luvulle
vertailut

kulmakerroin(p;) vs kulmakerroin(p;+1),
kulmakerroin(p;4+2),
kulmakerroin(p;3),

kulmakerroin(pn)
sen jalkeisiin lukuihin.

Vie
O(n?)

askelta.

Nopeampi menetelmd on:
1. Ensin lajittele (nopeasti) luvut K.

2. Sitten katso toistuuko lajitelluissa
luvuissa sama arvo 2 kertaa perdkkdin.

Vie vain

O(n -log(n) +n) = O(n - log(n))
askelta.
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4 Aritmetiikasta

[8, luku 5]

e Kisatehtdvdssd saattaa joutua laskemaan
hyvin suurilla kokonaisluvuilla.

e Ndmad luvut voivat olla satojen (jopa
tuhansien!) numeromerkkien pituisia.

e Silloin ei voikaan kdyttda valmiita
kokonaislukutyyppejd, joissa talletettujen
bittien lukumaarad on

— kiinted

— pieni.
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Aritmetiikasta 4

o Kisakdytdssd yleisin yhdistelmad on

kddantdjdand ohjelmointikielille C ja C4++
the GNU Compiler Collection eli gcc
(http://gcc.gnu.org/)

keskusyksikkdnd Intel Pentium -perheen
prosessori.

e Tdssd yhdistelmdssd on tarjolla

tyyppi | bitit | suurin arvo
short int 16 + 32767
int 32 + 2 147 483 647

long int 32 4+ 2147 483 647
long long int | 64 | + 9223 372036 854 775 807
e Pienin arvo on

—(1 + suurin arvo).

e Tyyppi long long int ei kuitenkaan ole
ANSI-standardin mukainen, joten sen kdytto
Vvoi aiheuttaa kdadanndsaikaisen varoituksen.
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Liukuluvuista 4.1

4.1 Liukuluvuista

e Liukuluvut eivdt auta:

— Vaikka suurin liukuluku voikin olla
esimerkiksi

1.79769313486 x 10308

— niin sen kokoiset numerot onkin
talletettu pelkkana likiarvona:

vain ndma 12 ensimmadistd numeroa ovat
tallessa, muut 296 ovat nollautuneet!

e IOI- ja BOI-kilpailutehtavissa ei (vield)
kaytetd liukulukulaskentaa
— juuri tdllaisten pydristysvirheiden vuoksi

— joten sydtteen liukuluvut voi skaalata
pois.
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Aritmetiikasta 4

e On myoOs valmiita mielivaltaisen
laskentatarkkuuden kirjastoja.

e Erityisen yleinen on GNU Multiprecision
Library eli gmp
(http://www.gnu.org/software/gmp/manual/).

e Nama Kirjastot eivat kuitenkaan kuulu
kisoissa kdytettdvien ohjelmointikielten
standardikirjastoihin.

e Niinpd suurten kokonaislukujen kdsittelyn
joutuu useimmiten ohjelmoimaan itse.
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Liukuluvuista 4.1

e Nyt yleisin liukulukustandardi on IEEE 754
(http://grouper.ieee.org/groups/754/).

e Siind liukuluku esitetddan muodossa
talletettu ¢ tavuun
+1. b2b3b4 e bp x 2¢
mantissabitit

e Ohjelmointikielissa C ja C++ tama
standardi tarkoittaa seuraavaa:

tyyppi | p | e |t
float |24 | —126... +127 |4
double | 53 | —1022... +1023 | 8

e Intel IA64 -prosessoreissa sisdinen mantissan
tarkkuus onkin p = 64 bittid.

— Silla pyritdadan vdlttamaan pyodristysvirheet
lausekkeiden valivaiheissa.

— Vasta kun lopputulos talletetaan
muuttujaan, niin se pyodristetdaan.

— Kaantajdssa gecc tama sisdinen esitys on
tyyppind long double, ja sen koko on
t = 12 tavua.
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Pitkdt luvut muistissa 4.2

4.2 Pitkdt luvut muistissa

Taulukkona numeromerkkeja:

e Jos tehtdvdsta ndkee yldrajan
kdsiteltdvien lukujen pituudelle, niin siind
on taulukoiden maksimipituus.

e Muuten pitdd varata tuloksille oikean
mittainen taulukko dynaamisesti:

lasku | tuloksen maksimipituus
a+b| 14 max(a:n pituus,b:n pituus)
a-b |14 a:n pituus 4+ b:n pituus

e Voi myo0s ylldpitda tietoa luvun
todellisesta pituudesta — ja jattda sen
alkunollat kdsittelematta.

Numeromerkkind kussakin taulukkopaikassa:
e 0,1,2,...,9 desimaali- eli 10-kantaluvuille
e 0 tai 1 binddri- eli 2-kantaluvuille.

Valitaan siten, etta vadltetadan vaivalloiset
kantalukumuunnokset (jos mahdollista).
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Yhteenlasku 4.3

4.3 Yhteenlasku

Samanmerkkisten lukujen a ja b yhteenlasku:

Alusta ylivuotobitti d := 0;

for p := 0 to max(a:n pituus,b:n pituus)
do
. H b d
d,c[p] := jakolaskun %

osamaddrad ja jakojaannds
end for

Erimerkkisten lukujen a ja b yhteenlasku onkin
—+-merkkisten lukujen vahennyslaskua
kavoilta 4.4.
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Pitkdt luvut muistissa 4.2

Indeksointi valitaan kasvavaksi numeroposition

mukaan, eli
indeksi | desimaali bindari
0 ykkoset vkkdset
1 kymmenet | kakkoset
2 sadat neloset
P 10P:t 2Pt

eli indeksissd p on position p
monikertojen kantalukuP lukumdara koko
luvussa.

Etumerkki + tai —:

e Talletetaan omana erillisena kenttanaan.

e Asetetaan laskutoimituksissa omana (esi-
tai jalki)vaiheenaan.

e Muista kdsitelld erikoistapaus —0!
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Vdhennyslasku 4.4

4.4 Vdhennyslasku

e Jos molemmat luvut a ja b ovat
+-merkkisid, niin kdytetdan vastaavaa ideaa
kuin kalvojen 4.3 yhteenlaskussa:

Alusta lainausbitti d := 0;

for p := 0O to a:n pituus do
v := lyhyt luku (a[p] — b[p] — d);
if v <0 then
v = v 4+ kantaluku;
d:=1
else if a[p] > 0 then
d:=20
end if;
c[p] := Jjakolaskun |mmt o
jakojaannds
end for.

e Tadma idea kuitenkin vaatii, ettd a > b.

Se voidaan taata kalvojen 4.5 algoritmilla ja
etumerkkien kdsittelylla.

e Muuten —-merkki voidaan vaihtaa
+-merkiksi ja kalvojen 4.3 yhteenlaskuksi.
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Suuruusvertailu 4.5 Kertolasku 4.6

4.6 Kertolasku

e Kertolasku kouluopein "rivi rivilta':

b:n pituus—1
a-b=a- > b[p] - kantaluku?

p=0
i b:n pituus—1
4.5 Suuruusvertailu _ S (bl -a- kantaluku?)
p=0
bin pituus—1 b[p]
ErimerkkKisten lukujen a ja b suuruusvertailu on = > > aQ0o...0

niiden etumerkkien vertailua. p=0 g=1  p kpl

. . . e Sama algoritmina:
Samanmerkkisten lukujen a ja b

suuruusvertailu on suurimman
indeksiposition p etsimistd, jossa lyhyet
luvut a[p] ja b[p] eroavat toisistaan.

Alusta vastaus ¢ := 0;
Alusta siirtyva rivi r 1= aj;
for p := 0 to b:n pituus — 1 do

for ¢ := 1 to b[p] do

¢ :=c+ r kalvoilta 4.3

end for;

r = r perdssddn vield uusi numero 0
end for.

e Etumerkkien kdsittely yksinkertaista.
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Jakolasku 4.7 Jakolasku 4.7

4.7 Jakolasku

e Jakolaskun % idea on

— koulussa opittu jakokulmamenetelmsé Alusta siirtyva rivi r := 0;
for p := a:n pituus — 1 down to 0 do

— siirtda rivid kuten kalvojen 4.6 r 1= r perdssdan vield uusi numero alp];

kertolaskussa, mutta toiseen suuntaan. clp] = 0;

while » > b kalvoilta 4.5 do
e Intuitio ruutupaperilla: clp] 1= clp] + 1;
r = r — b kalvoilta 4.4

1. KII’_]OIta luvut a _]a b alakkain Siten, etta end while

niiden vasemmat reunat ovat tasan. end for.

2. Laske montako kertaa b voidaan
vidhenti3 siitd luvun a alkuosasta d/, Silmukan pysdhtyessa
jonka alla b talla hetkelld on.

3. Kirjoita askeleen 2 antama tulos osamddrd on tulosmuuttujassa c
vastauksen c siihen kohtaan, jossa
luvun b oikea reuna nyt on.
jakojddnnds on siirtyvalla rivillad r.
4. Korvaa luvun a alkuosa a’ silld luvulla,
joka jai yli askeleen 2 vdahennyslaskuista.

5. Siirrd lukua b yksi sarake oikealle, ja jatka
askeleesta 2.
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Potenssiin korotus 4.8

4.8 Potenssiin korotus

e Potenssiin korotus a', missa
— kantaluku a on pitka
— eksponentti n on lyhyt

on kalvojen 4.6 kertolaskun toistoa.

e Perustapa

a-a-a-...-aq
-
n kpl

on hidas — n — 1 kertolaskua.

e Tehokkaampaa on hajoittaa ja hallita
eksponenttia n > 0 kalvojen 10.1 tapaan:

a =a
a2™m = <a2)m tai vaihtoehtoisesti
— (am)2

g2mtl — 2m

Kertolaskuja tarvitaan enda O(logsn).

e Nollat ja etumerkit voi kdsitella erikseen.

Potenssiin korotus 4.8

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 64

Kantalukumuunnos 4.9

function pow(a: N;n: N): N

if n =1 then

cC i= a
else if n on parillinen then

c = pow <a~a, g) kalvoilta 4.6
else

c := a-pow(a,n — 1) kalvoilta 4.6
end if;
return c.

e Sama algoritmi sopii myods pitkille
eksponenteille n. (Tosin vastaus ¢ on hyvin
pitkd luku...)

e Rekursiivisessa haarassa n > 1 lasketaan
n

5.
Helppoa jos n on 2-kannassa; muuten kuten
kalvoilla 4.7.

Jakojddnnds ilmaisee, oliko n parillinen vai
pariton.

Osamddrd on se luku, jolla tehddan
seuraava rekursiokutsu.

4.9 Kantalukumuunnos

e JOS
laskenta on helppoa yhdessd, mutta

sybttd tai tulostus vaaditaankin toisessa

kannassa, niin tarvitaan kantalukumuunnos.

e Aloitetaan helpommasta erikoistapauksesta:

— Luku x > 0 on koneen omassa
esitysmuodossa

jolloin voi kdyttdd koneen omaa lyhyiden
lukujen aritmetiikkaa.

— Se halutaan pitkdan taulukkomuotoon d
kannassa b

oletetaan kantalukujen olevan koneen
omassa muodossa.
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Kantalukumuunnos 4.9

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 66

e Voidaan toistaa koneen omaa jakolaskua:

Alusta tuotettava positio p := 0;

while z > 0 do
z,d[p] := koneen oman jakolaskun 7
osamadrd ja jakojdannos;
pi=p+1

end while.

e Nollan ja etumerkin voi kdsitella erikseen.

e Yleisessd tapauksessa myds x on pitkdssd
taulukkomuodossa kantanaan a.

Kdytetddn samaa ideaa:

Alusta jakaja ¢ := kohdekannan b
taulukkoesitys Idhdekannassa a
tuotettuna ylld olevalla erikoistapauksella;
Alusta tuotettava positio p := 0;
while z > 0 do
x,d[p] := pitkien lukujen jakolaskun %
osamaddrd ja jakojaannods kalvoilta 4.7;
pi=p+1
end while.
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Lukuteoriasta

5 Lukuteoriasta

[8, luku 7; 1, luku 31]

e Matematiikan haara joka tutkii
kokonaislukujen jaollisuusominaisuuksia.

e Tietojenkdsittelyssa silla on sovelluksia
esimerkiksi salakirjoituksessa.

e Ohjelmointikilpailuissa siihen tdérmaa
esimerkiksi sellaisissa tehtdvissd, joissa
kdsitelldan

— alkulukuja (kalvot 5.2)

— laskutoimituksia luvuilla jotka
"pyOrahtdvat ympadri”’ takaisin pieniksi
kasvaessaan yli tietyn rajan (kalvot 5.4).

e Tdllaisissa tehtdvissa tarvitaan usein myds
kalvojen 4 suurten lukujen
kdsittelykirjastoja.
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Esimerkki: parillinen vai pariton? 5.1

e Onko vastaus siis aina "parillinen”?

o Kylld, paitsi
— silloin kun ¢t =3

— tama pari kutistuukin yhdeksi ainoaksi
luvuksi.

e Siis vastaus on

pariton jos n on jonkin toisen luvun nelig,
eli

n=1,4,9,16,2536,...
6-6

parillinen muuten.

(T&aman ratkaisun I68ysi Topi Musto
syksyn 2004 olympiavalmennusleirilla.)
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Esimerkki: parillinen vai pariton? 5.1

5.1 EsimerkKki: parillinen vai
pariton?

e Tehtdvidssd [8, Problem 7.6.1]
annetaan kokonaisluku n > 0

tarkastellaan niita lukuja 1 =1,2,3,...,n
jotka jakavat luvun n tasan

kysytddn onko sellaisten ¢ lukumaarad
parillinen vai pariton.

Se selvidd yksinkertaisella
jaollisuuspdattelylld.

e Luku 7 jakaa tasan luvun n tdasmadlleen silloin
kun on olemassa luku j jolla

1] =n.

e Mutta silloinhan myds tdma luku 5 on
itsekin sellainen luku, joka jakaa luvun n
tasan!

e Eli kaksi sellaista lukua ovat aina keskenddn

pari!
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5.2 Alkuluvuista

e Alkuluvut (primes) ovat ne luvut p, jotka
eivat jakaudu tasan milladan muilla
luonnollisilla luvuilla kuin 1 ja p itse:

2,3,5,7,11,13,17,...

e Annetun luvun x > 0 alkulukukehitelma
(prime factorization) on tulo

— joka koostuu alkuluvuista
— jonka arvo on x.

Esimerkiksi 315=3-3-5.7.

e Jos alkuluku p esiintyy luvun z kehitelmadssa,
niin p on luvun z tekija (factor).

e Kehitelmdn voi tulostaa yksinkertaisesti

— yrittamalla jakaa lukua x luvuilla 2 ja
parittomilla luvuilla 3,5,7,9,11,13,15,...

— lopettamalla kun yritys on edennyt ohi
kohteen nelidjuuren.
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Alkuluvuista 5.2

while x on parillinen do
Tulosta tekijd 2;
xz 1= 2%
2
end while;
q :=3;
while ¢ < /z do
s,r = jakolaskun g osamadara ja

jakojaannos;

if r =0 then
Tulosta tekija q;
T = S8

else
q :=q+2

end if

end while.

e Jos luvut x ja p mahtuvat koneen
laskentatarkkuuteen, niin voit kdyttaa
ohjelmointikielen /z-kirjastofunktiota.

Esta silloin pyoristysvirheen vaikutus
lisdamalla ylimdadrdinen kierros: g < /z + 1.

e Jos kdytdt kalvojen 4 pitkid lukuja, niin
kdytd kertolaskua: q-q < z.

Taman kertolaskun voi myds korvata
yhteenlaskuilla: (t4+1)2=t2+2-¢t4 1.
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Eukleideen algoritmi 5.3

e Murtoluvun
a

b
sievin muoto (jossa osoittajalla ja
nimittdjalla ei ole yhteisia tekijoitd) on
a/z

b/z

koska z on ndiden yhteisten tekijoiden tulo.

e Lukujen a ja b pienin yhteinen monikerta
(p.y.m.) (least common multiple, Ilcm) on
pienin luku u jolla jakolaskut

u ja u
a b
menevat tasan. Se voidaan laskea
a-b
u = ——
z

koska jakolasku poistaa tulosta yhteisten
tekijoiden kaksoiskappaleet.

— Presidentinvaalit ovat 6 vuoden vadlein,
— kunnallisvaalit 4 vuoden vdlein.
— Kuinka usein ne ovat yhta aikaa?

— Vastaus: p.y.m. eli 12 vuoden vadlein.
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Eukleideen algoritmi 5.3

5.3 Eukleideen algoritmi

e Kahden kokonaisluvun a ja b suurin yhteinen
tekija (s.y.t.) (greatest common divisor,
gcd) on suurin kokonaisluku z jolla
jakolaskut

a . b
z z
paattyvdt tasan.

Luvun z alkulukukehitelmadssa esiintyy
tekija p tasmadlleen yhtda monta kertaa kuin
p esiintyy siind lukujen a ja b
alkulukukehitelmistad, joissa p esiintyy
vahemman.

e JOs tdmd z on triviaalivastaus 1, niin a ja b
ovat suhteellisia alkulukuja (relatively
prime).

Silloin niiden alkulukukehitelmissa ei ole
yhtdaan yhteistd tekijad.
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Eukleideen algoritmi 5.3

e Jos halutaan selvittdad annettujen lukujen
a ja b s.y.t. (missd a > b) niin tehddan
jakolasku %

— Jos jako meni tasan, niin vastaus on b.

— Jos jdi jakojdaannds 0 < r < b, niin
selvitetddn lukujen b ja r s.y.t. samalla
menetelmalla.

e Ndin saadaan Eukleideen perusalgoritmi:

function syt(a,b)
if b= 0 then
return «
else
r = jakolaskun %jakojéénnb‘s;
return syt(b,r)
end if.

e Se on nopea:

O(logp b)
rekursiokutsua.

Sopii myo6s kalvojen 4 pitkille luvuille!
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Eukleideen algoritmi 5.3

e Eukleideen algoritmi voi tuottaa lisdaksi
sellaiset kokonaisluvut z ja y, joilla patee

a-x+b-y=syt(a,b).
Lukua z tarvitaan kalvojen 5.4.3
jakolaskussa halutun jakojaanndksen
suhteen.

(Lukua y tarvitaan luvun z laskemiseen.)

e Eukleideen algoritmin johdon perusteella
syt(a,b) = syt(b,r)
missd r on jakolaskun 7 jakojdannds. Se voi
tuottaa induktiivisesti (eli rekursiivisesti)
my®os luvut =’ ja o/ joilla
=b-2'+r-y.
Toisaalta
r=a—>b-s
missd
s = kyseisen jakolaskun osamadara.
Ndiden tietojen jarjestely uudelleen antaa
T = y’

_ /
y=z —s-y.
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Modulaariaritmetiikasta 5.4

5.4 Modulaariaritmetiikasta

Kellotauluintuitio:

e Numerot

0,1,2,3,...,n—1
n kappaletta
kirjoitetaan ympyran kehdlle perakkdin
myotdpdivaan.

e Lukua n — 1 seuraa taas O.

e Kahden tdllaisen luvun yhteenlasku p + q
on

"Aloita luvusta p. Kulje myotdpdivaan q
askelta.”

e Vdhennyslasku kulkee vastapdivdan.

e Silloin kaikki luvut muotoa
p+i-n missad ¢ € Z

ovat oleellisesti yksi ja sama luku!
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Eukleideen algoritmi 5.3

e Ei-rekursiivisena perustapauksena on

syt(a,0) =a
=a-140-0
eli
x 1

e Eukleideen laajennettu algoritmi on siten

function syt/(a,b)

if b =0 then
return (a,1,0)

else
s,r 1= Jjakolaskun ; osamadrd ja
jakojaannaos;
(g,2",y") 1= syt/(b,7);
return (g,y/, 2’ —s-y/)

end if.
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Jakojddnndsintuitio: Jokaisen
laskutoimituksen jdlkeen tulos jaetaan vield
luvulla n ja otetaan pelkkd jakojaannos.

Koneen oma kokonaislukuaritmetiikka on
tallaista:

e Kierroksen koko on

n = 2£
¢ = muistipaikan bittien lukumaara.

e Negatiivisina tulostetaan ne luvut, joiden
ylin eli (£ —1). bitti on 1.

e Siis lukualue ndyttaa olevan

e B R, Lt S

e Tavallisimmat lukualueet ovat kalvoilla 4.
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Modulaariaritmetiikasta 5.4

Merkintd x mod n
e luetaan "x modulo n”

e tarkoittaa luvun z "luontevaa” edustajaa

tdssa aritmetiikassa modulo n
e eli sitd lukua 0 <y < n, jolla
r=y+i-n missad ¢ € Z

e eli sitd lukua y, johon pdadytddn
kellotaulussa, kun

— |dhdetdan liikkeelle luvusta O

— otetaan z askelta.

Merkintd =z =y (mod n) tarkoittaa, etta
luvuilla = ja y on sama edustaja modulo n.

Yhteen- ja vdhennyslasku on siten suoraan

(r+y) modn =
((z mod n) + (y mod n)) mod n.
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Modulaarinen kertolasku 5.4.2

5.4.2 Modulaarinen kertolasku

Kertolasku on toistettuna yhteenlaskuna

(z-y) modn =
((z mod n) - (y mod n)) mod n.

e Erityisesti

n = kantaluku®
tarkoittaa tulon ¢ viimeistd numeroa.

Potenssiin korotus on toistettuna
kertolaskuna

(z¥) mod n = ((& mod n)Y) mod n.

e Kalvojen 4.8 algoritmissa voidaan
suorittaa kaikki laskutoimitukset
"modulo n'.

Vihje tehtévasn [8, Problem 7.6.3]!

e Jos n on Ilyhyt luku, ne voidaan suorittaa
koneen omalla aritmetiikalla.

e Silloin on esimerkiksi nopeaa selvittaa
luvun 2100 viimeinen numero
10-jdrjestelmdssa tuottamatta itse lukua.
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Esimerkki: Viikonpdivat 5.4.1

5.4.1 Esimerkki: Viikonpdivdt

osuu ensi vuonna?

e Etdisyys siihen on
366 pdivaad jos vadlissa on karkauspdiva 29.2.
365 pdivaad jos ei.

e Voisimme toki laskea ndin monta askelta
eteenpdin kalenterista. ..

e Tai huomata: viikonpdivat muodostavat
"kellotaulun” jossa on n =7 "numeroa’.

e Riittda siis laskea
366 mod7 =2 ja 365bmod 7 = 1.
e Vastaus on siis
ylihuominen jos vdliin jda karkauspdiva

huominen jos ei.
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Modulaarinen jakolasku 5.4.3

5.4.3 Modulaarinen jakolasku

e Luvun a kddnteisalkio kertolaskun
suhteen a—! (multiplicative inverse)
madritelldan yhtdlon

a-x=1

ratkaisuna.

e Silloin jakolasku voidaan maddritella

e Samat madritelmat soveltuvat myds
modulo n, mutta nyt yhtalolla

a-z=1 (modn)
ei valttamdattad olekaan ratkaisua!

Silloin tadlld e jakaminen modulo n onkin
mahdotonta!
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Modulaarinen jakolasku 5.4.3

e Tadlla yhtdlolla
a-z=1 (modn)

on ratkaisu tdasmalleen silloin, kun luvut
a ja n ovat suhteellisia alkulukuja.

Eli tdsmadlleen silloin kun kalvojen 5.3
laajennettu Eukleideen algoritmi vastaa

syt'(a,n) = <1,z',y/>.

e Silloin tamdn vastauksen ja
modulaariaritmetiikan ominaisuuksista
seuraa

a-z=1=a-2’+n-y=a-2 (modn)

joten etsitty kdanteisalkio on
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Modulaarinen jakolasku 5.4.3

e Tapaus a = 0 voidaan kdsitelld erikseen:

— Jos myds b = 0, niin jokainen
r=20,1,2,3,...,n— 1 kdy tulokseksi.

— Jos b # 0, niin mikaan niista ei kay.

e Jos n on kalvojen 5.2 alkuluku, niin
— d=1 kaikilla a #0

— jakolaskun ainoa tulos on varsinainen

/
z=b-x.

e [ ineaarinen kahden muuttujan Diofantoksen
yhtadld on

a-r—n-y==~

jonka

— vakiot a, nja b

— muuttujat = ja y

ovat kokonaislukuja. Se on sama yleinen

jakolaskun yhtdald kun y saa olla mika
tahansa.

Modulaarinen jakolasku 5.4.3
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e Yleinen jakolaskun yhtald
a-z=b (modn)

ratkeaa seuraavasti:

1. Lasketaan (d,z',y') = syt(a,n)
kalvojen 5.3 laajennetulla Eukleideen
algoritmilla.

2. Jos (tavallinen) jakolasku

="
d
ei mene tasan, niin ratkaisuja ei ole

lainkaan.

3. Muuten yhtdldlld on d ratkaisua
z=b-2'4+i-n (modn)

missa

n =1
d
i=0,1,2,3,...,d—1
eli jakolaskun varsinainen tulos
(mod d)+ kierros kellotaulun ympari

d numeron mittaisin askelein.
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Kiinalainen jadnndslause 5.4.4

5.4.4 Kiinalainen jdadnn8slause

e Kiinalainen jaannoslause (Chinese
Remainder Theorem, CRT) ratkaisee
yhtadloparin

z=a; (modmq)
x=as (mod ms)

jonka modulukset m1 ja mo ovat keskenddn
suhteellisia alkulukuja.

e Tama ratkaisu x (mod my - mo)

— |0ytyy ratkaisemalla ristikkdiset yhtalot

mo-x1 =1 (mod ml)
mi-xp=1 (mod mz)

kalvojen 5.4.3 tapaan, ja asettamalla

r=ai-x1 -my+ax-xo-mq

HUOMAA: Kaavassa [8, luku 7.4.2] on
painovirhel

— on yksikasitteinen.
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Kiinalainen jaanndslause

5.4.

4 Kiinalainen jddnndslause 5.4.4

e Ohjelmoijan tulkinta:

— Luku ¢ (mod mq - my) voidaan esittds
vksikdsitteisesti lukuparina
(c (mod mq),c (mod m»)).

— Tassd lukupariesityksessd voidaan

* yhteen-
* vahennys-

* Kkerto-

laskutoimitus ©® tehdd paikka paikalta:

(P1,91) © (P2,q2) =
(p1 ©@p2 (Mmod mi),q1 © g2

— Nama paikkakohtaiset laskutoimitukset
voivat puolestaan onnistua koneen
omalla aritmetiikallakin.

e Laskutoimitus ® voi olla myds jakolasku
kalvojen 5.4.3 tapaan:

tulokset saadaan paikkakohtaisten tulosten
karteesisena tulona.

(mod m»)).

O]

e Kiinalainen jaannodslause yleistyy myos
useammalle paikalle:

— Aritmetiikka modulo

m=mi-mo-m3-... Mg

— onnistuu ndin k£ luvun monikoilla

— kunhan jokainen modulopari

my; ja m;

on keskenddn suhteelliset alkuluvut.
e Hyoddyllinen siis silloin, jos
— tdytyy laskea modulo sellainen suuri m

— jonka alkulukukehitelmdssa
(kalvoilta 5.2) on erikokoisia tekijoita

— koska silloin pienet modulot m; voidaan
valita monesta eri vaihtoehdosta.

— Ainoa rajoitus on, ettd saman tekijan
kaikki kopiot pitda laittaa samaan
pieneen moduloon m;.
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5.4.5 Esimerkki: Hammasrattaat
e Olkoon ongelmassa 2 hammasratasta:
suuri ratas, jossa on m; hammasta
— numeroituina 0,1,2,3,...,m; — 1
e Esimerkiksi
— mydtapaivaan
m = 90
=2-3-3-5 pieni ratas, jossa on mo < m1 koloa
antaa vaihtoehdot — numeroituina 0,1,2,3,...,mpy — 1
2,3-3-5 — vastapaivaan.
45
2:-3-35
18 e Aluksi hammas 0 on kolossa 0.
2,3-3,5
9
3.30.5 e Kun suurta ratasta kdadnnetddan 1 askel
‘ﬂgf-”\%-’ vastapadivdan, niin
1. nykyinen hammas O irtoaa nykyisesta
kolosta O
2. seuraava hammas 1 painuu seuraavaan
koloon 1
ja niin edelleen.
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Esimerkki: Hammasrattaat

5.4.5

Esimerkki: Hammasrattaat 5.4.5

e Kun suurta ratasta on kdadannetty mo askelta

vastapdivaan

pieni ratas on pydrahtanyt tdyden
kierroksen takaisin alkukoloonsa O

suuri ratas on seuraavassa hampaassaan mo

ja niin edelleen.

Kuinka monta askelta z tarvitaan jotta
saadaan hammas a1 koloon a7

Vastauksen antaa lukujen 5.4.4 Kiinalainen
jaannoslause

jos mq ja mo ovat suhteellisia alkulukuja.

Esimerkkind seuraavan kuvan mukainen

Atsteekkien pyhd kalenteri: pdivat nimettiin

"m n'" missa
— m on jarjestysluku 1...13

— n on jokin 20 eri jumaluudesta

"3 talo”,...[2, kuva 38].
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Kombinatoriikasta

6 Kombinatoriikasta

[8, luku 6]

e Matematiikan haara, joka laskee kuinka
monta erilaista rakennelmaa voi tehdad kun
annetaan

— kdytettdvissd olevat rakennuspalikat

— sdannot joilla niitd saa yhdistelld.

e Sen tuntemus sddstda
— itse rakennelmien kasaamisen
— niiden laskemisen yksi kerrallaan

vaivan.

e Tuttu esimerkki (binomikertoimet):
— Huoneessa on n ihmista.
— Niista pitdd valita k£ ihmisen tydryhmad.
Montako erilaista tydoryhmad voi rakentaa?
e Sovitaan merkinta f(n, k) = kysytty
lukumadra.

e Aloitetaan (tdlld kertaa) rajatapauksista:

— f(n,n) = 1 koska jokainen on pakko
valita.

— f(n,0) = 1 koska erilaisia tyhjia
tyoryhmia on vain 1 — tyhjd joukko.

— Jos k< 0 tai k£ > n tai n <0, niin
f(n,k) = 0 — sellaisia ryhmid on
mahdotonta muodostaa.

Tdstd ndhddan, ettda mielenkiintoinen
alueon 0 <k < n.
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Kombinatoriikasta 6 Kombinatoriikasta 6

e Voidaan muodostaa rekurrenssi eli yhtalo, e Tama rekurrenssi voitaisiin ohjelmoida
joka madrittelee suuremman tapauksen suoraan rekursiivisena funktiona:

vetoamalla pienempiin tapauksiin: function f(n, k)

— Otetaan huoneesta yksi ihminen z pois, if n=0 or n =k then

ja muodostetaan huoneeseen j&sneists return 1
n — 1 ihmisestd tydryhmid. else
return f(n—1,k— 1)+ f(n—1,k)
— Jos z halutaan mukaan tyéryhmé&an, niin end if.
huoneeseen jddneista pitad muodostaa
k — 1 hengen ty6ryhmia. e Se kuitenkin laskisi saman vélituloksen
Sellaisia on f(n — 1,k — 1) erilaista — monta kertaa:
merkintasopimuksemme nojalla. f(5,3) =f(4,2)

+ f(4,3)
=f(3,1) + f(3,2)
+ f(3,2) + f(3,3).

— Jos x halutaan pois tyéryhmadstd, niin
huoneeseen jdaneistd pitdd muodostaa k
hengen tyoryhmid.

Sellaisia on f(n — 1, k) erilaista.
e Taulukoidaan vdlitulokset matriisiksi

— Saadaan rekurrenssi FL[] = G+ 4,7)
f(n,k)=f(n—1,k—1)4+ f(n—1,k) eli "montako tapaa on valita 5 ihmista
koska mikasn ryhmi ei tybryhman sisa- mutta ¢ ulkopuolelle”.
jaanyt pois FE]0] =1
* .
F[o][] =1
x tullut laskettua kahdesti. Flil[j] = F[i — 1][j] + F[i][j — 1] kun i,5 > 0.
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e Matriisi F' voidaan tdyttda e Ndet taulukon
— rivijdrjestyksessd i = 0,1,2,3,...,n+k — kddntamalld [8, sivu 132] 45°

vastapdivadan
— rivin 7 sisdlld sarakejdrjestyksessd

i=0,1,2,3 k — leikkaamalla kolmion suorakulmioksi.

koska paikan F[i][j] (¢, > 0) arvo riippuu e Saimme laskettua binomikertoimet
— edellisen rivin samasta sarakkeesta — Jjoita merkitddn tavallisesti (Z)
Fli — 1][4] . .
ilman suljettua muotoa
— saman rivin edellisestd sarakkeesta <n> — n!
Flillj — 1). ko kb (k—mn)!

ja sen aritmeettisia hankaluuksia
function f(n, k)

— itse asiassa jopa laskemalla pienempi
for j := 0 to k do 1oP P b

taulukko kuin kirjan yksinkertaisemmalla

F[o][j]= 1 taulukointitavalla joka laskee kolmion. . .
end for;
for l.:z 1 t(? n+k do e Samalla "johda rekurrenssi ja taulukoi sen

Fli][0]= 1; arvot” -periaatteella saa ratkaistua monia

for j := 1 to k do kombinatorisia laskemisongelmia.

Fli][j]= [i = 1]l5] + Fli[5 — 1]

end for e Laskennan tehostaminen taulukoimalla sen
end for; vilituloksia on keskeinen tydviline myos
return F[n + k][k]. kalvojen 10 dynaamisessa ohjelmoinnissa.
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Etsintdad voi ajatella (mahdollisesti darettoman)
polkupuun kasvattamisena:

Juurena on alkutilannesolmu s. Siita
aloitetaan.

Lapsina on isdtilanteesta yhdelld operaatiolla
saatavat tilanteet.

Yksi kasvatusaskel on laskea lapset jollekin
vield lapsettomalle solmulle.

Tavoitteena on saada kasvatettua puuhun
solmu ¢, joka toteuttaa loppuehdon.

Usein loppusolmun tunnistus tehdddn vasta
kun se on valittu kasvatuskohdaksi.

Ratkaisuna tulostetaan Idydetty operaatiojono
s— ...—>t
joka voidaan lukea takaperin

S— ...t

kun jokaisessa solmussa muistetaan sen isd,
josta siihen tultiin.
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Peruuttavasta etsinndstd 7

7 Peruuttavasta etsinndstd
Usein tehtdvdssa on:

alkutilanne josta pitda ldahted

operaatiot joilla tilanteesta saa seuraavat

loppuehto joka pitdd saattaa voimaan jotta
nykyinen tilanne olisi tehtdavan ratkaisu.

Esimerkiksi Rubikin kuutiossa

alkutilanne on kuution nykyinen asento
operaatiot ovat kaikki "naksautukset”
loppuehto on ettd jokainen sivu on yksivdrinen.
+ Ratkaisu(j)a voi etsid jo ndilla tiedoilla.

— Yleinen etsintdmenetelma on hitaampi kuin
tehtdvadn erikoistunut algoritmi.
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Peruuttava etsintd 7.1

7.1 Peruuttava etsintd

Peruuttava etsintd (Backtracking) [6, luku 11.1
ja kuva 11.3; 8, luku 8] valitsee seuraavaksi
kasvatuskohdaksi viimeisimman tehdyn lapsen:

procedure BackTrack(t: tilanne) is

if tilanne ¢ tadyttad loppuehdon then
Operaatiopolku polku(t) juuri- eli
alkutilanteesta tilanteeseen ¢ on erds
ratkaisu tehtavdan

else
for all tilanteen ¢ lapset tq,5,t3,... dO

BackTrack(t;)

end for

end if.

e Pysdhtymisen takaamiseksi olisi vdltettava
adrettomat polut.

e Yksi (hidas) tapa on jattda pois ne
lapsitilanteet ¢; jotka jo ovat polulla
juuritilanteesta isatilanteeseen t.

e Voi olla mahdotonta valttda jos erilaisia
tilanteita todella on darettomasti.
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Peruuttava etsintd 7.1

(b)

4
5
dead end

@)
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Rajoittava etsintd 7.2

7.2 Rajoittava etsintd

Kadytetdadn kalvojen 7.1 peruuttavaa etsintaa
etsimdan halvin ratkaisu.

Tehostuu, kun jatetddn kasvattamatta ne
solmut, jotka ovat jo nyt huonompia kuin paras
tdhdn mennessd Ibydetty ratkaisu pmin-

e Ylldpidetadan pmin globaalina tietona.

Alkuarvona "ratkaisu” jonka hinta on +oco.

e Olkoon meni(t,t’) > 1 sen operaation hinta,
jolla tilanteesta t saa naapuritilanteen ¢'.

procedure BranchBound(t: tilanne,g: R) is

if hinta g on halvempi kuin ratkaisun pmin
then
if tilanne ¢ tdyttda loppuehdon then
Pmin = Polku(t)
else
for all tilanteen t lapset ¢ do
BranchBound(t/, g + meni(t, t'))
end for
end if
end if.
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Peruuttava etsintd 7.1

Jos halutaan ratkaisuista

jokin niin voidaan lopettaa koko rekursio
ensimmadiseen loppuehdon tdyttdvddn
ratkaisuun polku(t).

jokainen niin rekisterdiddan kukin Idydetty
ratkaisu polku(t) ja jatketaan rekursiota.

paras niin kdydaddn ldpi jokainen ja
rekisterdidaan l0ydetyistd paras.
Koska menetelmad ei takaa jarjestystd jossa
ratkaisut I8ydetdaan.

+ Helppo ohjelmoida.

4+ Nopea tuottamaan erilaisia tilanteita t.

+ Tehokas kdyttamdan muistia.

— Etenee sokeasti ottamatta huomioon
mahdollista tehtdavakohtaista
lisdinformaatiota.
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Rajoittava etsintd 7.2

e Sitd tehokkaampi mitd aikaisemmin
ratkaisun pmin hinta putoaa.

e Etsitddn siis rajua pudotusta kalvojen 10.3
ahneella ajattelutavalla.

e Keksitddn tata varten jokin
menee(t) = arvio siitd kuinka lahelld
tilannetta ¢ on lahin sellainen tilanne, joka
tdyttad tehtdvan loppuehdon.

Ns. heuristinen funktio.

e Silloin lapset ¢/ voidaan kidyd3 13pi
arvioiden menee(t') mukaan kasvavassa
jérjestyksessa.

Ndin saadaan rajoittava etsintd (Branch and
Bound).

[6, luku 11.2]
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Rajoittava etsintd 7.2

Repunpakkausongelma: Saat kerdtd kaupasta
repullisen tavaraa ilmaiseksi. ..

uw=v+ (W —-w)-d
W = repun kantavuus

v = repullisen nykyinen hinta
w = repun nykyinen paino

d = korkein hyllyssa olevan tavaran Kilohinta.

[6, kuva 11.8]

Tdhdn ongelmaan palataan kalvoilla 10.3.2.

Lyhyin Hamiltonin kehd: Kierra teitd pitkin
kaikissa kaupungeissa mahdollisimman
lyhyesti kdaymadttd missdan kahdesti.

b = summa
e reitille jo valittujen teiden pituudet

e reitin kummallekin pddtepisteelle puolet
lyhyimmastad tiestd (eteenpdin)

e reitin ulkopuolisille kaupungeille puolet
kahdesta lyhyimmasta tiesta (toista
sisddn, toista ulos).

[6, kuva 11.9]

Rajoittava etsintd 7.2
value
Jitem . weight - value  weight
1 4 $40 10 ST
2 7 $42 6 The knapsack’s capacity W is 10.
3 5 $25 5.
4 3 $12 4

At the root of the state-space tree (see Figure 11.8), no items have been
selected as yet. Hence, both the total weight of the items already selected w and
their total value v are equal to 0. The value of the upper bound computed by
formula (11.1) is $100. Node 1, the left child of the root, represents the subsets
that include item 1. The total weight and value of the items already included are
4 and $49, respectively; the value of the upper bound is 40 + (10 — 4) x 6 = $76.

with 1.

X
inferior to
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node 8
with 4
7 8
[Lw=12 ] [w=9, v=65]
| ub=65 |
X
not feasible solution
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e Rajoittaminen puree vield tehokkaammin,
jos verrataankin summaa g + menee(t)
ratkaisun pmin hintaan.

e menee(t) olkoon optimistinen
eli menee(t) < todellinen etdisyys
tilanteesta ¢ Iahimpddn lopputilanteeseen.

Muuten tama tehostus voi jattaa
kasvattamatta sen etsityn halvimman
ratkaisun!

e Erityisesti siis menee(t) = 0 kun t tdyttda
loppuehdon.

e Esimerkiksi kolmioepadyhtalo

menee(t) < meni(t,t") + menee(t)

takaa optimismin.

e Etsintdalgoritmi voi itsekin pakottaa
kolmioepayhtdlén voimaan.

Silloin pessimistinen arvo menee(t) ei ohjaa
etsintdd — ei oikeaan eikd vadraan
suuntaan.
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Rajoittava etsintd 7.2

procedure BnB(t: tilanne,g: R,h: R) is

if on halvempi kuin ratkaisun pmin
hinta then
if tilanne ¢ tayttdd loppuehdon then
Pmin = Polku(t)
else
for all tilanteen t lapset ¢’ kasvavassa
jdrjestyksessd arvioiden b =
min(menee(t’), h — meni(t,t')) ‘ suhteen
do
BnB(t/, g + meni(t,t'),b)
end for
end if
end if.

e Etsintd on sita tehokkaampaa mita
tarkemman arvion optimistinen menee(t)
antaa.

Kannattaa siis valita optimisteista
pessimistisin.

e Joskus keksitddankin perhe

meneeq(t),..., meneeg(t)

optimistisia arvioijia, joista kukin ennustaa
hyvin tietyn laisia tilanteita ¢t mutta
huonosti muita.

Silloin niiden hyvat puolet voidaan yhdistaa

menee(t) = max(meneey(t),...,menee,(t)).

e Ndin voidaan
1. ottaa yleiskdyttdinen etsintdalgoritmi

2. sijoittaa siihen tehtdavdkohtaiset
loppuehto- ja lastenkasvatusaliohjelmat

3. lisdatd erilaisia mieleen tulevia arvioijia

ellei keksitd juuri tdahdn tehtdavadn sopivaa
erikoisalgoritmia.
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A*: optimaalinen etsiji 7.3
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A*: optimaalinen etsija 7.3

7.3 A*: optimaalinen etsijd

Kalvojen 7.2 BnB-etsinndssa jatkovaihtoehto
valittiin paikallisesti nykyisen tilanteen ¢
lapsista ¢'.

Jos valitaankin globaalisti kaikkien vield
lapsettomien solmujen joukosta, niin saadaan
tekodlyalgoritmi A* [7, luku 4.1 ja kuva 4.3].

Tamd voidaan tehdd viemalld rekursiokutsun
sijasta sen parametrit (¢, ¢/, h’) kalvojen 2.3
kekoon avaimella ¢’ + h'.

Alusta keko K kolmikolla (tg, 0, menee(tg))

missd tg on etsinndn alkutilanne;

while K # 0 do

Poista keosta K avaimeltaan pienin (¢, g, h);

if tilanne ¢ toteuttaa loppuehdon then
return polku(t)
else
for all tilanteen t lapset ¢’ do
Lisad kekoon K kolmikko
(t', g+ a,min(menee(t'),h — a)))
missd a = meni(t,t)
end for
end if
end while;
return "Tehtavdlld ei ole ratkaisuja!".

366 Mehadia 241
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(a) Theinitial state >
366=0+366

(b) After expanding Arad @

>
393=140+253 447=118+329 449=75+374

(c) After expanding Sibiu

447=118+329

449=75+374

646=280+366 415=239+176 671=291+380 413=220+193

(d) After expanding Rimnicu Vilcea

447=118+329 449=75+374

>
646=280+366 415=239+176 671=291+380

526=366+160 417=317+100 553=300+253

(e) After expanding Fagaras

447=118+329

449=75+374
646=280+366
591=338+253  450=450+0 526=366+160 417=317+100 553=300+253

(f) After expanding Pitesti

447=118+329 449=75+374

553=300+253

418=418+0 615=455+160 607=414+193
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IDA*: vahdamuistinen A* 7.4

7.4 IDA*: vidhdmuistinen A*

Kalvojen 7.3 algoritmista A* on kehitetty
enemmadn aikaa mutta véhemman muistia
kuluttavia versioita.

Niistd yksinkertaisin on toistavasti syventdva A*
(Iterative Deepening A*, IDA*):

Etsitdadn rekursiivisesti

kunnes ylitetddn ennalta asetettu
hinta-arvioraja fmin

(tai I6ydetddn ratkaisu).

Samalla 16ytyy pienin f .. > fmin, jolla
etsintd olisi viela jatkunut.

Etsitaan alusta alkaen uudelleen rajaan fr/mn.

[7, sivut 78—79 ja 101 sekd kuva 3.15]
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A*: optimaalinen etsija 7.3

+ Paras mahdollinen ndiden periaatteiden
mukainen etsintdalgoritmi:

Jos toinenkin algoritmi A’

e toimii laajentamalla operaatiopolkuja

op1 op2 oP3 ~ OPm

to t1 to tm

o tekee laajennuspddtokset luvuilla

menee(tm, ty41) + Y. meni(t;, tiy1)
0<i<m

e |0ytdd aina parhaan polun

niin A’ kasittelee (oleellisesti) ainakin yht&
suuren polkupuun kuin A*.

— Mutkikkaampi ohjelmoida kuin kalvojen 7.2
rajoittava etsintd.

Keko K kasvaa dynaamisesti kalvojen 2.3.4
tapaan.

— Kuluttaa paljon tydomuistia!
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Limit=0 »® [
Limit=1 »® ® ®
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Limit=2 »® ® ®
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Limit=3 ® ® @
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IDA*: vahdmuistinen A* 7.4

(nin = 0;
while f/. < 4oco do
fmin 3= finini fin 7= 4003
DLS(tg,0)
end while;
Lopeta koko etsintd koska ratkaisua ei ole.

procedure DLS(¢: tilanne,g: N) is
h := menee(t);
if g+ h > fmin then
fhain 1= min(ffyin, 9 + 1)
else if tilanne t tayttaa loppuehdon then
Lopeta koko etsintd ratkaisuun polku(t)
else
for all tilanteen ¢ lapset ¢ do
DLS(¥, g + meni(t,t'))
end for
end if.

e Jos menee(t’) on aina 0, niin iteratiivisesti
syventdva ei-heuristinen perushaku.

e Pienempi yldraja n kuin 4-oc0
while-silmukassa katkaisee koko etsinndn
alle hintaan 7.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 120

Verkkojen ldpikdynneistd 8

8 Verkkojen ldpikdynneistd
[1, liite B.4 ja kuva B.2; 8, luku 9]

e Verkko (graph) G koostuu 2 joukosta:

Solmujen (node, vertex*) joukosta V(G).

Oletamme solmut
numeroiduiksi 1,2,3,...,|V(G)].

Kaarten (edge, arc)
joukosta E(G) CV(G) x V(G).

— Yksi kaari (p,q) € E(G) on siis
solmupari.

— Merkitdan kaarta p — q.

e Verkkoja kdytetddan algoritmeissa

ongelman mallintamisen abstrakteina
suunnitteluvdlineina

informaation tallentamisen konkreettisina
tietorakenteina.

*Monikko "vertices'.
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IDA*: vdhdmuistinen A* 7.4

-+ Jos on ratkaisuja, niin IDA* 16ytdd parhaan.

+ Muistissa (rekursiopinossa) on vain yksi
polku kerrallaan.

+ Helppo ohjelmoida.

I Kalvojen 7.3 algoritmin A* edut ilman
haittoja.

7 Sitd tehokkaampi mitd vahemman erilaisia
arvoja (g + h) esiintyy.

— Voi olla ongelma liukulukuhinnoilla.

+ Kilpailuissa on (yleensd) kokonaisluvut.

— Tuottaa saman tilanteen ¢ lapset t monta
eri kertaa.

e Ongelma vain jos puussa paljon
1-lapsisia solmuja.

e Muuten toiston lisdrasite etenemista
pienempi.
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Verkkojen ldpikdynneistd

>
(c)

(b)
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Verkkojen ldpikdynneistd 8

Kaaren p — g solmut ovat vierekkdisia
(adjacent) eli vierussolmuja.

Ldahtdsolmu (source) p edeltdsd solmua gq.

Maalisolmu (sink) g seuraa solmua p.

Solmun ldhtBaste (outdegree, out-degree) on
siitd ldhtevien kaarten lukumaara.

Tuloaste (indegree, in-degree) on siihen
tulevien kaarten lukumadaara.

e Tdstd perusteemasta on paljon muunnelmia
eri kdyttotarkoituksiin.

e Esimerkkina kaupungin katuverkko:

— Kukin kaari esittdaa sellaista ajokaistan
patkad, joka auton on ajettava alusta
loppuun, koska valilla ei voi kdantya.

— Kukin solmu esittda sellaista kohtaa,
jossa auto voi valita seuraavan suuntansa
useasta eri ajokaistan pdtkdsta.
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Verkkojen ldpikdynneistd 8

Polku eli reitti on kaarijono

bo—pP1—P2—7" " —7Pm

missd jokainen solmu p;4 1 siis seuraa
solmua p;.

Solmusta v € V(G) saavutettavissa
(reachable, accessible) ovat ne
solmut w € V(G) joihin on polku solmusta v.

Yksinkertainen (simple) polku on sellainen,
jossa mikddn solmu ei toistu.
Sykli eli kehd (cycle) on sellainen polku
e joka on muuten yksinkertainen
e mutta sen alku- ja loppusolmu ovat

samat p; = pm.

DAG (Directed Acyclic Graph) on suosittu
lyhenne suunnatulle syklittémadélle verkolle.
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Verkkojen ldpikdynneistd 8

>

O, -

v
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e Tdllaisia verkkoja voidaan kdyda lapi
systemaattisesti eli pelkdstddan kaaria
seuraten
syvyyssuunnassa kalvoilla 8.4

leveyssuunnassa kalvoilla 8.5

vdlittamadttad verkossa mahdollisesti olevasta
lisdinformaatiosta.

e Lisdinformaatiota selitetdan kalvoilla 8.1

e Nama lapikaynnit tuottavat m-puun:
— solmun v € V(G) kenttd n[v] = se
solmu u, josta solmuun v tultiin
ensimmadisen kerran

— kulkemalla vastaava kaari

u—v e E(Q)

Se on kalvojen 7 polkupuu.

e Nama ldpikdaynnit ovat tehokkaita:
O(lJV(@)|+ |E(G)]) askelta.
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Painotetut verkot 8.1

8.1 Painotetut verkot

e Kalvoilla 8 maddriteltiin painottamaton
(unveighted) verkko.

e Painotetun (weighted) verkon G jokaisella
kaarella on oma kaaripaino (edge weight) w:

p L, q € E(G).
e Paino w on yleensd luku kuten

— pituus

— siirtokapasiteetti

Kun painot esittdvdt kaarten pituuksia niin
voidaan puhua solmujen vdlisista
etdisyyksistd polkuja pitkin.

Polun pituus on silloin kaaripainojen w; summa

w1 +woy + w3z + -+ wm.
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8.3 Verkkojen talletusrakenteita

Vieruslistat (adjacency lists):

e Taulukko A[O...|V(G@)|— 1] jonka
paikka A[p] sisdltda solmun p € V(G)

— vieruslistan
— solmukohtaiset muut tiedot (jos on).

e Solmun p € V(G) vieruslista sisadltaa siita
Idhtevat kaaret:

— Kaarelle p % g € E(G) parin (w, q)
(sopivana tietueena).

— Painottamattomalla G ei kenttdd w.

e Hyvd tapa kun:

— Verkkoa G kdsitelldan solmu kerrallaan
— kuten useimmat algoritmit.

— Verkko G on harva (sparse), eli sisdltads
vain "pienen” osan kaikista
mahdollisista kaarista, eli suhde

|E(Q)
V()2
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on pieni.

Suuntaamattomat verkot 8.2

8.2 Suuntaamattomat verkot

e Kalvoilla 8 madriteltiin suunnatut (directed)
verkot:

Verkon G kaarella

p—q€ E(G)

on luonteva kulkusuunta lahtdsolmusta p
maalisolmuun gq.

e Suuntaamattomassa (undirected) verkossa
kaarella ei ole suuntaa

{p,q} € E(G)

eikd sen padita p ja q erotella toisistaan.

e Merkitddn suuntaamatonta kaarta

pP—q.
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Vierusmatriisi (adjacency matrix):

e 2-ulotteinen
matriisi B[1...|[V(G)I][1...|V(G)]].
e B[p]lq] = solmujen p ja ¢ vdlinen tieto:

Painottamattomalla verkolla G
totuusarvo

p—q€ E(G)?
Painotetulla verkolla G
— vastaava kaaripaino w, jos
p—q€EG)
— Jokin sopiva "mahdoton paino” X, jos

p > q & E(G).
Jos esimerkiksi lukuarvoiset painot w
esittavat etdisyyksid, niin X = 4+oco0 on
luonteva valinta.
e Hyvd tapa kun:
— Verkkoa G kasitellaan kaari sieltd,
toinen taalta.

— Verkko G onkin tihed (dense).
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Verkkojen talletusrakenteita 8.3

Suuntaamaton verkko G voidaan esittaa
molempiin suuntiin suunnattuna, eli
kaariparina

p=q¢c EG)
jokaiselle sarmadlle solmujen p ja g valilla.

Tapoja, jotka eivdat kaksinkertaista sarmid:

Kolmiomatriisina (triangular matrix)

ClL...[VIIL...i]

indeksi 1
missd solmujen p ja ¢ vdlinen sarmd on
paikassa C[max(p, g)][min(p, q)].

Monilistoina (multilists) joissa solmujen
p ja q vdlisen sarmadn lista-alkiossa on
molemmat solmut ja listojen
max(p, q) ja min(p, q) osoittimet.

[1, kuvat 22.1 ja 22.2; 6, kuva 1.8; 8, luku 9]
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8.4 Ld4pikdynti syvyyssuunnassa

Verkon G syvyyssuuntainen lapikdynti
(Depth-First Search, DFS) yrittda aina edeta
rekursiivisesti verkon tutkimattomaan osaan ja
peruuttaa vasta kun tamd on mahdotonta.

Verkon solmu on

VALKEA kunnes siihen edetddan ensimmaisen
kerran

MUSTA kun kaikki siitd Idhtevat kaaret on
kdsitelty

HARMAA vidliajan kun sen kdsittely on kesken.
Lisaksi voidaan muistaa milloin vari vaihtui:

e alku[u] = valkeasta harmaaksi

e loppufu] = harmaasta mustaksi.

[1, luku 22.3 sekd kuvat 22.4 ja 22.5; 6,
luku 5.2]
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L&pikédynti syvyyssuunnassa 8.4

for all r € V(G) do
tummuus[r] := VALKEA;
7[r] := NULL
end for;
Globaali kello := 0;.
for all r ¢ V(G) do
if tummuus[r] = VALKEA then
DFS(r)
end if
end for.

procedure DFS(u: V(QG)) is
tummuusfu] ;= HARMAA;
kello := kello41;
alku[u] := kello;
for all u — v € E(G) do
if tummuus[v] = VALKEA then
wlv] = u;
DFS(v)
end if
end for;
tummuusfu] := MUSTA;
kello 1= kello+1;
loppufu] := kello.
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L&pikédynti syvyyssuunnassa 8.4

Syvyyssuuntainen lapikdynti luokittelee
kaaren u — v € E(Q):

Puukaari (Tree Edge): Idhtosolmu u on
tulosolmun v jsd m-puussa.

Eli kaarta
kdsiteltdessa tummuus[v] = VALKEA.

Kaari taakse (Back Edge): tulosolmu v on
ldhtosolmun w (esi-)isd w-puussa.

Erikoistapauksena v = v eli 1 kaaren
silmukka solmun « umpadri.

Eli kaarta
kasiteltdessa tummuus[v] = HARMAA.

Kaari eteen (Forward Edge): lahtésolmu u on
tulosolmun v esi-isd m-puussa.

Eli kaarta
kdsiteltdessd tummuus[v] = MUSTA ja
alkulu] < alku[v].
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(d)
(p)

UD==@iD

0]
(n)

(m)

(a)
v
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L dpikdynti syvyyssuunnassa 8.4

Kaari sivulle (Cross Edge) muuten, eli uw ja v
ovat eri m-(ali)puissa.

Eli kaarta
kdsiteltdessd tummuus[v] = MUSTA ja
lopuksi alkulu] > alku[v].

Eri m-puut voidaan viela erottaa toisistaan:

e Liitetddan joka solmuun u € V(G)
kenttd juuri[u] = se padohjelman
juurisolmu r josta tdhan solmuun u
pddstiin rekursiokutsulla DFS(r).

e Kenttd juuri[u] voidaan asettaa heti kun
solmu uw harmaantuu.

e Kaari sivulle ©v — v € E(G) kulkee
samassa m-puussa kun juuri[u] = juuri[v].

e Kaari sivulle v — v € E(G) puusta
toiseen jdrjestdd ne aikajdrjestykseen:

loppuljuuri[v]] < alku[juuri[u]].

Suuntaamattomassa verkossa on vain
puukaaria ja kaaria taakse.
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Ldpikdynti syvyyssuunnassa 8.4
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Topologinen lajittelu 8.4.1

8.4.1 Topologinen lajittelu

Suunnatun kehdttoman verkon G topologinen
lajittelu (Topological Sort) on sen solmujen
listaus sellaisessa

jarjestyksessd vy, v, v3,. .. ’U|V(G)| joka
noudattaa nuolia:

Jos v; — v; € E(G), niin i <j.
Loytyy kalvojen 8.4 syvyyslapikdaynnilla kun

solmu lisatdan jarjestyksen alkuun vasta kun
kaikki sen jdlkeldiset on jo lisdtty.

1. Tee DFS(G) siten ettd solmu v € V(G)
vieddan (aluksi tyhjdan) vastauspinoon P
kun loppulu] asetetaan.

2. Jos askeleen 1 aikana Ioytyi kaari taakse,
niin G ei ollutkaan syklitén.

3. Muuten P on (erds) topologinen jarjestys.

[1, luku 22.4 ja kuva 22.7; 6, luku 5.3]
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Topologinen lajittelu 8.4.1

e Joskus voidaan maddritelld verkon G
solmuille v € V(G) jokin arvo f(u) sen
seuraajasolmujen v — v € E(G) arvojen f(v)
perusteella.

e Se ei ole kehdamadritelmad, jos G on kehdton.

e Esimerkiksi pisin polku solmusta « on

flu) = max{O,w +f):uve E(G)}.

e Arvo f(u) voidaan laskea kun kaikki siihen
tarvittavat arvot f(v) on laskettu.

e Siis juuri topologisessa jdrjestyksessal

e Pisin yksinkertainen polku kehdllisessad
verkossa taas on NP-tdydellinen [4,
ongelma ND23] eli vaikea tehtaval
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Topologinen lajittelu 8.4.1

e Esimerkkind projektinhallinta.

Solmu on rakennusurakan taitekohta kuten

"perustukset aloitetaan”, "seindelementit
pystytetty”,. ..

Kaari tarkoittaa riippuvuutta kuten
"perustusten pitdd olla valmiit ennen Kuin
seindelementtejd aletaan pystyttdad”.

Kaaripaino perustusten aloittamisesta niiden
valmistumiseen on sen kesto.

Pisin polku on kriittinen: Jos jokin silld
oleva tyOvaihe myohdstyy aikataulustaan,
niin koko urakan valmistuminen siirtyy
myohdisemmakasi.

Pisimmadn polun pituus kertoo, kauanko
urakkaan taytyy varata aikaa siindkin
tapauksessa, ettd se etenee mahdollisimman
hyvin.
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Vahvasti yhtendiset komponentit 8.4.2

(a)
(b)
(c)
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Vahvasti yhtendiset komponentit 8.

4.2

8.4.2 Vahvasti yhtendiset komponentit

e Suunnatun verkon G vahvasti yhtendinen
komponentti (Strongly Connected
Component, SCC) on mika tahansa
mahdollisimman suuri aliverkko H joka on
vahvasti yhtendinen:

Kahden solmun p,q € V(H) valilld on aina
polku p — --- — q € E(H).

e Jos kaikki samaan komponenttiin kuuluvat

solmut sulautetaan yhdeksi solmuksi, niin
tuloksena on suunnattu kehatdn
verkko GSCC,

e Nama komponentit voidaan Idytda
tekemadlld kalvojen 8.4 syvyyssuuntainen
lapikaynti kaksi kertaa:

1. ensin eteenpadin

2. sitten taaksepadin.

[1, luku 22.5 ja kuva 22.9]
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4.2

1. Tee DFS(G) siten ettd solmu u € V(G)
viedddn (aluksi tyhjdaan) pinoon P
kun loppulu] asetetaan.

Eli lajittele G topologisesti kalvoilta 8.4.1
vaikka se ei olekaan sykliton.

2. Olkoon GT verkon G transpoosi
EGT)y={q—p:p—qc E(G)}
eli kddannetddn nuolten suunnat.

Kadytdnnodssa kannattaa luoda
sybteverkosta G kaksi kopiota:

(a) G itse jossa on saadut sydtekaaret

(b) GT jossa on syStekaarten vastakaaret.

3. Tee DFS(GT) siten ettd sen paasilmukass
solmut r poimitaan pinosta P sen
antamassa jarjestyksessd.

4. Askeleen 3 w-puut ovat verkon G vahvasti
vhtendiset komponentit.

Komponenteista voi pitdd kirjaa kentilla
juurifu].

a
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Vahvasti yhtendiset komponentit 8.4.2

e Edellinen algoritmi
4+ on melko helppo ndahda oikeaksi

— vaatii sydteverkon G transpoosin GT
askeleessa 2.

e Pdinvastainen algoritmi saadaan
kalvojen 8.4 syvyyssuuntaisesta
ldapikdynnistd seuraavin muutoksin:

— Vain alkuajat alku[u] kiinnostavat

mutta sovitaan lisdksi alku = +co
(rivi 17) silloin kun solmu « on jo
luokiteltu komponenttiinsa.

— Lisdksi kiinnostaa m = pienin alku[v] joka
16ytyy kulkemalla ensin puukaaria alas ja
sitten yhtd takakaarta ylos (jos sellainen
on).

— Komponentti

havaitaan ehdosta m = alku[u] (rivi 14)

tulostetaan kadyttden (aluksi tyhjda)

apupinoa S.
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e Seuraavassa kuvassa on esimerkkiverkko,
jossa

— solmut on kdsitelty aakkosjdrjestyksessa
— puukaaret on piirretty yhtendisilla nuolilla

— muut kaaret on piirretty pistenuolilla.

e Solmuille saadaan seuraavat arvot:
|A[B|C|D|E|F|G|H| I|J|K| L|M
el[1]2]7]5[4[3[6[12]13[8] 91011
m| 1|21 3[3[3[1]12]12]6| 9| 6| 8

e Huomaa: Solmun H arvoksi m tuli
alku[H] = 12
eika
alku[G] =6

koska solmu G on jo luokiteltu ennen kuin
solmua H kdsitelldan, joten silla hetkella
onkin

alku[G] = +oo.
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Vahvasti yhtendiset komponentit

8.4.2

function SCC(u: V(Q@)) is
1: tummuusfu] := MUSTA;
kello := kello41;
alkufu] := kello;
m = alku[u];
PUSH(S,u);
for all u — v € E(G) do
if tummuus[v] = VALKEA then
m/ 1= SCC(v)
else
m' 1= alkul[v]
end if;
m = min(m,m’)
. end for;
: If m = alku[u] then
repeat
t := POP(S);
alku[t] := 4oo;
Tulosta "Solmu ¢ kuuluu solmun u
komponenttiin.”
19: until ¢t = u;
20: end if;
21: return m

© 0N O R WwwN

e e e e R e e
® Nk wN RO
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Esimerkki: Rahankeruu 8.4.3

8.4.3 Esimerkki: Rahankeruu

Suunnatun verkon G jokaisessa

solmussa u € V(G) on saalis[u] kultarahaa.
Verkon kaarilla edetddan nuolen suuntaan.

Montako kultarahaa yhteensa voi kerdta?

1. Lasketaan GSCC siten, ettd samalla
lasketaan

saalis[C] = > saalis[u]
ueC

jokaiselle komponentille C € V(GS<C).

Hoituu laskureilla saalis[juuri[u]].

2. Kaydadn komponentit C € V(GSCC) lapi
kddnteisessd topologisessa jirjestyksessa ja
lasketaan

tulos[C] = saalis[C]+
max {tulos[C”]: C—C'e E(GSCC)}

joka on nyt hyvin madritelty.

3. Vastataan suurin ndin saatu tulos[C].
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Lapikdynti leveyssuunnassa 8.5

(h)

(a)
©)
(€)
(i)
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L dpikdynti leveyssuunnassa 8.5

8.5 Ldpikdynti leveyssuunnassa

Verkon G leveyssuuntainen Iapikdaynti
(Breadth-First Search) saadaan kalvojen 8.4
syvyyssuuntaisesta siten, ettd harmaat solmut
viedddnkin (rekursio)pinon sijasta kalvojen 2.2
Jjonoon.

e Alku- ja loppuajoilla ei enda ole selkedaa
tulkintaa, jdtetddn ne pois.

e Polku
u — 7[u] — wru]] — wlr[r[u]]] = —u

on (erds) vahdkaarisin polku
Iahtosolmusta s solmuun w.

e Samalla voidaan laskea helposti
syvyys[u] = tdman polun pituus.

e Leveyssuuntaista ldpikdyntida sovelletaankin
silloin, kun halutaan Ioytdda mahdollisimman
suoria reitteja lahtésolmusta s muualle
verkkoon.

[1, luku 22.2 ja kuva 22.3; 6, sivut 165—168]
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procedure BFS(G: verkko, s: solmu) is

for all r € V(G) \ {s} do
tummuus[r] := VALKEA;
syvyys[s] := +oo;
w[r] ;= NULL

end for;

tummuus[s] := HARMAA;

syvyys[s] := 0;

m[s] := NULL;

Alusta tydjono @Q solmulla s;

while jonossa @@ on yha solmuja do
Poista jonon @ alusta solmu wu;
for all u — v € E(G) jolla
tummuus[v] = VALKEA do

tummuus[v] := HARMAA;

syvyys[v] := syvyys[u] + 1;

wlv] 1= u;
Lisdad solmu v jonon @ loppuun
end for;
tummuusfu] := MUSTA
end while.

Yksinkertaistus: tummuus[v] = VALKEA
jos ja vain jos syvyys[v] = +oo
jos ja vain jos v# s and w[v] = NULL.
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Verkkoalgoritmeista

9 Verkkoalgoritmeista
[8, luku 10]

e Kun verkon G (kalvoilta 8) kaaren on
painotettu pituuksilla, voidaan laskea
erilaisia reitteja:

lyvhyimpid kuten kalvoilla 9.1
riittdvid kuten kalvoilla 9.3

e Kun painot ovatkin kapasiteetteja, niin
voidaan laskea niiden yhteinen

kokonaiskapasiteetti kuten kalvoilla 9.4.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia

Lyhyimmistd poluista

Dijkstran algoritmi (kalvot 9.1.1):
e Ldhdetddn yhdestsd |ahtdsolmusta s.

e Halutaan etdisyydet 6(s,u) (ja polut)
kaikkiin muihin solmuhin u € V(G).

e Kielletddn negatiiviset kaaret w; < 0.
e Esimerkki: Laske etdisyydet Helsingista
kaikkiin muihin Suomen kaupunkeihin.
Floydin algoritmi (kalvot 9.1.2):

e Halutaan etdisyydet 6(p,q) (ja polut)
Jjokaisesta solmusta p € V(G) jokaiseen
muuhun solmuun p € V(G).

e Kielletdan negatiiviset kehat (kaaria saa

olla).

e Esimerkki: Laske vdlimatkataulukko
kaikkien Suomen kaupunkien valilla.
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Lyhyimmistd poluista 9.1

9.1 Lyhyimmistd poluista

e Annettu:
— (suunnattu tai suuntaamaton) verkko G

— jonka jokaisella kaarella v > v € E(G) on
pituus w numerona.

e Halutaan laskea seuraavaa:

— Annetaan vield ldhtdsolmu pg € V(G) ja
kohdesolmu pm, € V(G).

— Laske lyhyin polku

w1 w2 w3 Wm
Po—P1L—pP2—— " —7DPm

— ja sen pituus

8(po, pm) = w1 +wo + w3z + - + wm.

e Jos verkossa G on negatiivinen keha

w1 w2 w3 Wm wo
Po—P1—pP2— " —7>Pm —P0

wi F+wy+w3z+ - Fwn+wyg <0
niin é(pg, pg) = —oo.
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Lyhyimmistd poluista 9.1

Bellmanin ja Fordin algoritmi (kalvot 9.1.3):
e Sama tavoite kuin Dijkstran algoritmissa.

e Sallitaan myo6s negatiiviset kehat (ja
kaaret).
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

9.1.1 Dijkstran algoritmi
[1, luku 24.3 ja kuva 24.6; 6, luku 9.3]

e Jos etdisyydet ovat kokonaislukuja w; > 1,
niin lyhyimmadt polut alkusolmusta s voidaan
Ioytdd seuraavasti:

1. Korvataan jokainen alkuperdinen kaari
v ve E(G)
kokonaisella polulla

w uutta painotonta kaarta

w — 1 uutta vdlisolmua

2. Sovelletaan kalvojen 8.5 leveyssuuntaista
lapikdyntid ndin saatuun lavennettuun
verkkoon G'.

e Tamadn "ratkaisun” ongelmia:

— Suurilla w toivottoman hidas ja
muistisydppo.

— Entd muunlaiset painot w?
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Vaihtoehtoinen tapa hahmottaa Dijkstran
algoritmi:

— Solmut ovat kaupunkeja, kaaret teitd
naapurikaupunkien valilla.

Kuningas haluaa lahettad
padkaupungistaan s viestin maansa
kaikkiin kolkkiin.

— Viestinviejat kulkevat

x kaupungista toiseen teitd pitkin

* keskenddn samalla nopeudella

c km/h.

Kuningas Idhettad yhta aikaa
pddkaupungista s viestinviejan sen
jokaiseen naapurikaupunkiin.

— Kuningas pdivda ndihin viesteihin niiden
yhteisen lahettamishetken ¢.

Dijkstran algoritmi 9.1.1
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e Tama ratkaisu” varjaa lavennetun
verkon G’ solmuja p € V(G’) mustaksi
kenttien syvyys[p] mukaan kasvavassa
jarjestyksessa.

e Tama ratkaisu” varjaa alkuperdisen
verkon G solmuja q € V(G) C V(G")
mustaksi kenttien syvyys[q] mukaan
kasvavassa jdrjestyksessa.

e Tama "ratkaisu” takaa syvyys[q] = 6(s, q)
sen perusteella, miten alkuperdinen
verkko G lavennettiin verkoksi G'.

e Alkuperdiset solmut ¢ varjatdaan mustaksi
samassa jdrjestyksessa

— jos seuraavaksi varjatdaan niista se,
jonka matka[q] = syvyys|[q] on pienin
mahdollinen

— ilman tarpeettomia
vdlisolmuja V(G") \ V(G)

— my0s muunlaisille kaaripainoille > 0.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Dijkstran algoritmin hahmotus, jatkoa. ..

— Kun viestinviejd x saapuu kaupunkiin u,
niin han kysyy sen asukkailta "Oletteko
jo kuulleet kuninkaan viestin?”

Ei: silmanrdapdyksessa x

* kuuluttaa viestin kaikille asukkaille

* vdrvda heistd uudet viestinviejat

vhden jokaiselle tdastd kaupungista
vievdlle tielle

* ldhettad heiddat matkaan.

Kylld (eli joku toinen viestinviejd y on
ehtinyt tdnne ensin): x ei tee mitadan.

Nyt =z saa levdtd, tyd on hdnen osaltaan
ohi.

— Kaupungin u etdisyys pddkaupungista s
on silloin tietenkin

C- (tu - t)
missd ¢, on se hetki, jolloin sen asukkaat

kuulivat kuninkaan viestin ensimmaisen
kerran.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Nyt Dijkstran algoritmin voi hahmottaa
tdman viestinviennin simulaationa:

— Simulaation kiinnostavat ajanhetket ovat
nama eri kellonajat ty.

— Kun ensimmadinen sanansaattaja =
saapuu kaupunkiin u, niin voidaan laskea,
milloin hdanen vdarvaamansa
sanansaattaja z saavuttaa oman
kohdekaupunkinsa v:

- w(u,v)'

C

— Nadilla laskelmilla voidaan pitaa ylla ja
parantaa arvioita d, = milloin kuninkaan
viesti saavuttaa kaupungin v.

— Simulaatio etenee valitsemalla aina
seuraavaksi pienimman d,, missa
kaupunki v ei viela ole kuullut kuninkaan
viestid, ja siirtymalla kellonaikaan t, = dy.

— Laskutoimitusten helpottamiseksi
voimme vield valita

nopeudeksi ¢ = 1 ja pdivaykseksi t = 0.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Koska jokainen etdisyys w > 0, niin
vastaus matka[u] ei endd muutu, kun
solmu u on tullut mustaksi.

e Solmut u tulevat yha mustaksi etdisyyden
suhteen kasvavassa jarjestyksessd.

e Valinta on helppo toteuttaa kdaymalla lapi
kaikki (harmaat) solmut.

Silloin koko algoritmi vie aikaa

O(|V(G)| - |E(G)]) askelta.

e Valintaa voi nopeuttaa:

— Pidetddan harmaat solmut v kalvojen 2.3
(minimi)keossa kentan matka[v] suhteen.

— Koko algoritmi vie enda aikaa

O(log>2(IV(@)]) - |E(G@)|) askelta.

— Koska harmaan solmun v
avainkenttd matka[v] voi pienentyd,
tarvitaan kalvojen 2.3.3 kahvoja.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

procedure Dijkstra;(G: verkko, s: solmu)
for all r € V(G) \ {s} do

tummuus[r] := VALKEA;
matka[r] := 4oo;
n[r] == NULL

end for;

tummuus[s] := HARMAA,;
matkals] := 0;
w[s] := NULL;
while harmaita solmuja on yha jdljellda do
Valitse sellainen harmaa solmu u jonka
kenttd matka[u] on mahdollisimman pieni;
for all u % v € E(G) do
c := matkalu] + w;
if tummuus[v] = VALKEA then
tummuus[v] := HARMAA;

matkalv] 1= ¢;
wv] i= u
else if ¢ < matka[v] then
matkafv] := c;
wv] i= u
end if
end for;
tummuusfu] := MUSTA
end while.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

(b)

(d)
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Voimme pitdd keossa myods valkeat solmut.

e Silloin keosta nousee solmu
jolla matka[u] = 400, kun on kdsitelty kaikki
ne solmut, joihin alkusolmusta s pddsee.

procedure Dijkstras(G: verkko, s: solmu)

for all w € V(G) \ {s} do
matkalu] := —+oo;
mlu] == NULL
end for;
matkal[s] := 0;
w[s] := NULL;
Tee minimikeko kaikista solmuista V(G)
kentdn matka suhteen;
while keko ei ole tyhja do
Poista keosta sen pienin alkio u;
for all u % v e E(G) do
c := matkalu] + w;
if ¢ < matka[v] then
matkalv] 1= ¢;
w[v] 1= u;
siftup(kahva[v]) kalvoilta 2.3.3
end if
end for
end while.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Kekoon talletetaan nyt kolmikoita

(m,v,p)
jotka edustavat alkuperdisen algoritmin
operaatioita "on |dydetty polku

s—=0O0O—-0—...-0Q—-p—ow
jonka pituus on kekoavain m".

e Nyt matka[u] asetetaan darelliseksi vain
kerran.

procedure Dijkstraz(G: verkko, s: solmu)

for all v € V(G) do
matkafu] := 400
end for;
Tee minimikeko jossa aluksi on vain
(0,s,NULL);
while keko ei ole tyhja do
Poista keosta sen pienin (m,u, p);
if matka[u] = +oo then
matkafu] := m;
wlu] i= p
for all v % v € E(G) do
Vie kekoon (m + w,v,u)
end for
end if
end while.
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Dijkstran algoritmi 9.1.1

e Vertaa kalvojen 7.3 algoritmiin A*:

— Algoritmissa A* kaaripainot koostuivat
heuristisesta ja todellisesta osasta

kun taas Dijkstrassa vain todellisesta.

— Algoritmissa A* eri reitit samaan
solmuun tulkittiin eri ratkaisuiksi

kun taas Dijkstrassa muistetaan joka
solmulle vain paras reitti.

— Algoritmi A* ei kdsittele verkon solmua u
ennen kuin se on luonut jonkin polun

S~ U

mutta myos Dijkstra voidaan ohjelmoida
siten.

e TAama muotoilu tarvitsee kahvalliset keot.

— Usein (esimerkiksi STL-kirjastossa) keot
ovatkin kahvattomia.

— Dijkstran algoritmi voidaan ohjelmoida
kahvatta, jos keossa sallitaankin samasta
solmusta monta kopiota eri avainarvoilla.
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Floydin algoritmi 9.1.2

9.1.2 Floydin algoritmi

[1, luku 25.2; 6, luku 8.2 ja kuva 8.7].

e Oletetaan solmut V(G) luvuiksi 1,2,3,...,n
joilla voi indeksoida.

e Yritetdaadn
1. Kkirjoittaa
2. ohjelmoida

yhtdlo kysytyille luvuille (7, 7).

e Koska verkossa G ei ole negatiivisia kehid,
niin lyhyimmalla polulla
sisdsolmut
ei tarvitse toistaa mitdan solmua.

e Sallitaan kuitenkin keha eli i = j.

e Sellainen polku tai keha on yksinkertainen.
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Floydin algoritmi 9.1.2

e Siis Iyhyin polku voidaan jakaa

alkuosaan

loppuosaan

missa

— solmu k on vdlisolmuista suurin

— alku- ja loppuosien vdlisolmut ovat < k
— alku- ja loppuosat ovat lyhyimpia

polkuja.

e Voidaan siis mddritelld induktiivisesti luvut
W (i, 7, k) = lyhyimman sellaisen polun
pituus, joka

— kulkee solmusta ¢ solmuun j

— kdyttamattad sisdsolmuja

k+1,k+2,k+3,...,n

e Silloin
6(i,j) = W(5,34,n).
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Floydin algoritmi 9.1.2

e L askenta vie

o(n3) askelta.

e Seuraava taso k£ + 1 voidaan kirjoittaa
edellisen tason k pddalle:

W := verkon G vierusmatriisi;
for i := 1 to n do
WTil[i] :== 0
end for;
for £k := 1 to n do
for i := 1 to n do
for j := 1 to n do
Wi[j] := min(W[:][j], W[i][%] +
WIE][5])
end for
end for
end for.

e Silloin muistiksi riittdakin vain 2-ulotteinen
matriisi W[][j] eli

o(n?) muistipaikkaa
joka tarvittaisiin jo pelkille tuloksille

6(i,5) = Wi [5].
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Floydin algoritmi

9.1.2

e Saadaan induktiivinen madritelma

W (i,i,0) =0
W (i,5,0) = min{w: i % j € B(G)}
W(i,j,k) = min(W(i,j5,k—1),
Wi,k k—1)
+W(k,j,k—1))
missd

min = +oo.

e Helppo ohjelmoida 3-ulotteisella
matriisilla W [z][5][k]:

alustus tasolle k£ = 0: W[i][j][0] =

diagonaalilla 0

muualla verkon G vierusmatriisi(sta)
laskenta tasoille 1 < k < n:

for k := 1 to n do
fori:= 1 to n do
for j := 1 to n do
Wil [][k] := min(W[i][j][k —
1], W[kl [k — 1] + Wk][5][x — 1])
end for
end for
end for.
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9.1.2

Floydin algoritmi
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Floydin algoritmi 9.1.2

e Verkon vierusmatriisiesitys kalvoilta 8.3
soveltuu hyvin juuri tdlle algoritmille.

e Algoritmi voi havaita kelvottoman sydtteen:

Negatiivinen keha yrittaa pdivittaa
diagonaalia W[i][i] negatiiviseksi.

e Jos laskennan jdlkeen pitdd vastata
kysymyksiin

"Mikd on lyhyin polku solmusta 7
solmuun 357"

niin matriisia Wi][j] on tdydennettava
lisdtiedoilla.

e Erds tapa on tallettaa samalla toiseen
matriisiin K[:][j] = muuttujan & > 0 arvo
silla hetkelld kun paikan W [i][j] sisalto
muuttuu.

e Silloin vastauspolku voidaan tulostaa
Jjaljittamalla rekursiivisesti arvon W [i][j]

perustelu.
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9.1.3 Bellmanin ja Fordin algoritmi

e Seuraava kuva [5, kuva 6.21] osoittaa, ettei
kalvojen 9.1.1 Dijkstran algoritmi toimi, jos
kaarilla on negatiivisia painoja:

(@) Algoritmi valitsee vddran polun s ~ v.

(b) Jos negatiivinen paino —3 poistetaan
lisdamadlla 43 jokaiselle kaarelle, niin
lyhyin polku s ~~ t vaihtuu.

e Silloin soveltuukin Bellmanin ja Fordin
algoritmi [1, luku 24.1; 5, luku 6.8].

e Maddritellddan solmun v etdisyydeksi
matka[v] = —co

jos sinne on alkusolmusta s polku

w1 w2 w3 Wi
kehd
—0=0=—=v (3

jolla on negatiivinen keha eli
w1+w2+w3+~~—|—wk < 0.
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Floydin algoritmi

9.1.2

if i = j then
Tulosta solmu 4
else
perustelu(s, 5)
end if.

procedure perustelu(z: solmu, j: solmu)
if K[i][j] =0 then

Tulosta kaari PULEIR Js
else
perustelu(s, K[i][§]);
perustelu(K[i][j], )

end if.
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Bellmanin ja Fordin algoritmi

177

9.1.3

T

b

Figure 6.21 (a) With negative
edge costs, Dijkstra's Algo-
rithm can give the wrong
answer for the Shortest-Path
Problem. (b) Adding 3 to the
cost of each edge will make
all edges nonnegative, but it
will change the identity of the
shortest s-t path.
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Bellmanin ja Fordin algoritmi 9.1.3

e Algoritmin perusajatus:

— Jos etdisyys matka[v] on &arellinen, niin
vastaava lyhyin polku on yksinkertainen.
(Yksinkertaiset polut ja kehat
madriteltiin kalvoilla 9.1.2.)

— Yksinkertaisella polulla on

<|V|—-1 kaarta.

— Pdivitetdan siis etdisyydet matkalu]

vhteensa
V] kertaa

— Jos viimeiselld padivityskerralla
matkalu]. . .

pysSyy samana niin ollaan jo I6ydetty
todellinen ddrellinen etdisyys ja
vastaava polku

w e plu] — plplul] — -+ 5.

pienenee yhd niin v on negatiivisella

kehalld (3).
Silloin pitdakin lopuksi korjata
matka[v]:= — oo kaikille solmuille joihin

on polku u ~ v.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 180
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Bellmanin ja Fordin algoritmi 9.1.3

Varsinainen algoritmi on:

1: for jokainen solmu p € V(G) do

2: matka[p] := —oo;

3: w[p] := NULL

4: end for;

5. matka[s] := 0;

6: for |V|(G) — 1 kertaa do

7. for jokainen kaari p = q € E(G) do
8: if matka[q] > matka[p] + w then
9: matkalg] := matkalp] + w;
10: wlg) = w

11: end if

12: end for

13: end for

e Riveilld 8—11 kdytetddn samaa
laskusddntdd kuin Dijkstran algoritmissa
kalvoilla 9.1.1.

e Samoin pidetddn ylla osoitinketjuja w[q].

e Nyt ketju viekin takaisin alkusolmuun s
vain kun matka[q] on &dérellinen.

e Jos matka[q] = —oo, niin se viekin
johonkin negatiiviseen kehddn (3).

[5, kuva 6.26 (b)]
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Bellmanin ja Fordin algoritmi 9.1.3

Jdlkikdsittelyvaihe tekee vield yhden
silmukkakierroksen:
for jokainen kaari p % ¢ € E(G) do
if matka[g] > matka[p] + w then
matkalg] := matka[p] + w;
korjaa(q)
end if
end for

Sitd ei tarvita, jos tiedetddn etukdteen, ettei
syoteverkossa G ole negatiivisia kehid (3).

Vaiheen aikana |dydetddn negatiiviset kehat

q~q
ja padivitetdan kaikki siitd saavutettavat
solmut =x.

Pdivitys voidaan tehda vaikkapa kalvojen 8.4
syvyyssuuntaisella lapikdaynnilla:

korjaa(x)

if matka[z] #& —oo then
matka[z] := —oo;
for jokainen kaari z — y € E(G) do

korjaa(y)

end for

end if
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Bellmanin ja Fordin algoritmi 9.1.3

e Aikaa kuluu
V(G)| - |[E(G)]
kierroksia kierros
askelta.

— Siis sama kun Dijkstran algoritmissa
kalvoilla 9.1.1, jos ei kdytd kekoa.

— Dijkstra onkin nopeampi juuri siksi, etta
se voi keolla valita nopeasti sellaisen
solmun, jonka kenttd matka saa nyt
lopullisen arvonsa.

— Bellman-Ford joutuu sen sijaan
pdivittdmaan kaikkia solmuja.
e Seuraavassa kuvassa [1, kuva 24.4] on

esimerkki, jossa

— kenttien matka arvot on merkitty
solmuihin

— m-kaaret on tummennettu

— ei ole negatiivisia kehid, joten
jalkikadsittelyvaihetta ei tarvita.

Bellmanin ja Fordin algoritmi 9.1.3
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9.2

9.2 Transitiivinen sulkeuma

[1, sivut 632-634; 6, sivut 280—284 ja kuva 8.2]

e Suunnatun painottamattoman verkon G
transitiivinen sulkeuma G’ (transitive
closure) oikoo polut:

Jos verkossa GG on epdsuora polku

niin verkossa G’ on suora kaari

- (O —-w

u — v.
e Warshallin algoritmi saadaan kalvojen 9.1.2
Floydin algoritmista:

— Lasketaankin lukujen sijaan
totuusarvoilla.

— W'[i][j] = "olisiko Wi][j] < 4o007?".
— 'min’ on 'tai’.

_ |+1 on '_ja’.
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). (a) The situation just before the

uation after each successive pass over the edges. The d and 7

) are the final values. The Bellman-Ford algorithm returns TRUE in this example.

ate predecessor values: if edge (u,v)
example, each pass relaxes the edges in the order

an-Ford algorithm. The source is vertex s. The d val-

(e)

(b)~(e) T

Figure 24.4 The executio
s over the edge

values in part (e

(d)
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Transitiivinen sulkeuma 9.2

W' 1= verkon G vierusmatriisi;
for i := 1 to n do
W'li][i] := TRUE;
end for;
for k := 1 to n do
for i := 1 to n do
for j := 1 to n do
W'il[5] :== W'[i][5] or (W'[][k] and
W[KI[5])
end for
end for
end for.
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Transitiivinen sulkeuma 9.2
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Esimerkki: yhtiokokoukset 9.2.1

Sydtteend saadaan matriisi osuus[A, B] =
yhtion A omistusosuus yhtion B osakkeista.

Tuloksena tuotetaan matriisi hallitsee[A, B] =
hallitseeko yhti® A yhtiétd B vaiko ei.

Alustuksena on hallitsee[s, j] = false kaikilla
indeksipareilla 1, j.

Lasketaan sdannon

osuus[i, k] + > osuusl[j, k] > 50%
hallitsee[s,7]

valta[i,k]=yhtion 7 ddnivalta yhtiossa k

transitiivista sulkeumaa.
Aputietorakenteena pidetdan ylla em.
matriisia valta[A, B]
e kunnes hallitsee[A, B]

e alustuksena valta = osuus.
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Esimerkki: yhtiokokoukset 9.2.1

9.2.1 Esimerkki: yhtibkokoukset
e Sanotaan, ettd yhtid A hallitsee yhtiota B,
jos

joko yhtio A omistaa itse > 50% yhtion B
osakkeista

tai yhtid A hallitsee muita yhtigita
C1,C5,C3,...,Chp, jotka yhdessa yhtion A
itsensd kanssa omistavat yhteensa
> 50% yhtion B osakkeista.

Silloinhan yhtid A voi danestda yhtion B
vhtiokokouksessa ldapi minkd tahansa
haluamansa pddtoksen.
Sybtteend annetaan verotiedot
"yhtic A omistaa p% yhtion B
osakkeista'.

Tuloksena halutaan pddtelld niista tiedot

"yhtio A hallitsee yhtidta B".
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Esimerkki: yhtiokokoukset 9.2.1

e Laskenta on luontevaa tehda
inkrementaalisesti: lisaamalla

— transitiivisesti suljettuun verkkoon
— annettu uusi kaari i — j

— sekd kaikki lisdkaaret, jotta verkosta
saadaan taas transitiivisesti suljettu.

Intuitio: pidetddn se yhtidkokous, jossa
yhtid i ottaa hallintaansa yhtion j.

e Yhtd nopeaa kuin kalvojen 9.2 algoritmi:

— Jokainen N2 matriisipaikasta hallitsee[i, j]
vaihtaa arvoaan korkeintaan kerran

missd N = yhtididen lukumaara.

— Arvon vaihtavassa rekursiokutsussa
suoritetaan O(N) operaatiota +
syntyneet rekursiokutsut.

— Rekursiokutsut, joissa arvo on jo
vaihtunut, ovat vakioaikaisia.

— Siis kaikissa rekursiokutsuissa tehdaan
yhteensd O(N3) operaatiota.
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Esimerkki: yhtiokokoukset 9.2.1

Alusta globaalit matriisit hallitsee ja valta

syOtteestd osuus;

for jokainen sybte jolla osuus|i, j] > 50% do
valloita(z, 5)

end for.

procedure valloita(i, 7)

if not hallitsee[s, j] then
hallitsee[i, j] := true;
for jokainen yritys k£ do
if hallitsee[s, k] then
valloita(i, k)
else
valta[i, k] := valtalz, k] + osuus|y, k];
if valtali, k] > 50% then

valloita(i, k)
end if
end if
end for;
for jokainen yritys h joka hallitsee[h,i] do
valloita(h, j)
end for
end if.
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e Esimerkki:

— Suomen rautatieverkko on yhtendinen:

Jokaiselta asemalta pddsee jotakin
kautta jokaiselle muulle asemalle.

— Jokaisella rataosuudella on
ylldpitokustannus.

— Mitkd rataosuudet VR voi lakkauttaa, ja
silti pitaa rataverkkonsa yhtendisena?

— Mitkd rataosuudet kannattaa lakkauttaa,
jotta sadstot olisivat suurimmat?

e Erds tapa laskea pienin virittava puu:

— Aloitetaan puun rakentaminen
mielivaltaisesta Iahtdsolmusta s.

— Liitetdadan puuhun aina Ilyhyin kaari

* puussa jo olevasta solmusta
* vield puun ulkopuolella olevan solmuun.

— Lopetetaan, kun kaikki solmut on saatu
liitettyd puuhun.
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Virittdvistd puista 9.3

9.3 \Virittdvistd puista
[1, luku 23 ja kuva 23.5; 6, luvut 9.1-9.2]

e Suuntaamaton verkko G on yhtendinen jos
jokaisesta solmusta pddsee jokaiseen
muuhun solmuun.

(Vastaavaa kasitettd suunnatuille verkoille
kdsiteltiin kalvoilla 8.4.2.)

e Sen virittdva puu (spanning tree, ST) on
pienin kaarijoukko T' C E(G) joka sdilyttaa
yvhtendisyyden.

e JOs (G on painotettu, niin valitaan viela
sellainen T', johon kuuluvien kaaripainojen
summa

ooow
u—2-veT

on pienin mahdollinen (minimal ST, MST).

e Suunnatuilla painotetuilla verkoilla vastaava
kdsite olisi arborescence ja algoritmi
mutkikkaampi [5, luku 4.9].
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Virittdvistd puista 9.3

(d)

(h)
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Virittdvistd puista 9.3

e Tamad on Primin algoritmi.

e Kalvojen 9.1.1 Dijkstran algoritmi, jossa

— kuljetusta matkasta unohdetaan kaikki
muut kuin viimeinen kaari

— lisatdan kaari vain nykyisen puun
ulkopuoliseen solmuun v

— 2-arvoisella kentdlld tummuus|u]
muistetaan, onko solmu « kasvavan
puun T

VALKEA: ulkopuolella
MUSTA: sisdpuolella

— ulkopuolella olevan solmun u
kenttd matka[u] antaa lyhyimman
kaaren, jolla u pdasisi sisdpuolelle.

e Algoritmiin Dijkstras tarvittavat muutokset

on [laatikoitu |

e Jos verkko G ei ollutkaan yhtendinen, niin
lahtbsolmusta s saavuttamattomat solmut
jaavat valkeiksi.
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Esimerkki: ryvdstys 9.3.1

9.3.1 Esimerkki: ryvdstys

Sybtteend annetaan tason pisteet

<l’1,y1> ’ <w2ay2> ’ <$3,y3> L] <3Un7yn> .

e Ne pitdd jakaa kahteen eri luokkaan A ja B
siten, ettd namada luokat ovat
mahdollisimman kaukana toisistaan.

e Tarkemmin sanoen: siten, ettd lyhyinkin
etdisyys luokan A pisteestd luokan B
pisteeseen on mahdollisimman suuri.

e Tdmd on erds tapaus ryvdstyksestd
(clustering) [5, luku 4.7].
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Virittdvistd puista 9.3

procedure Prim(G: verkko, s: solmu)

for all w € V(G) \ {s} do
’tummuus[u] = VALKEA;
matkafu] := —oo0;
w[u] := NULL
end for;
[tummuus[s] := VALKEA;
matka[s] := 0;
m[s] := NULL;
Tee minimikeko kaikista solmuista V(G)
kentan matka suhteen;
while keko ei ole tyhja do
Poista keosta sen pienin alkio wu;
‘tummuus[u] = MUSTA;
for all uv%v € E(G) do
c 1= w;
if ‘tummuus[v] #= MUSTA and‘
¢ < matka[v] then
matka[v] := ¢;
w[v] 1= u;
siftup(kahva[v]) kalvoilta 2.3.3
end if
end for
end while.
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Esimerkki: ryvdstys 9.3.1

Algoritmi:
1. Muodosta suuntaamaton verkko G, jonka
solmuina ovat annetut pisteet
kaarina p@q ovat kaikki pisteparit p # q

painoina d,, ovat pisteiden p ja ¢ vélinen
etaisyys.

2. Jarjestda nama kaaret painojensa mukaan
kasvavaan jdrjestykseen.

3. Sijoita aluksi jokainen solmu yksindan
omaan luokkaansa.

4. Toista seuraavaa, kunnes luokkia on
jaljella vain 2:

(a) Ota jarjestyksessa seuraava kaari p@q.

(b) Jos sen paatesolmut p ja ¢ ovat vield
eri luokissa, niin yhdistd niiden luokat
yhdeksi luokaksi.
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Esimerkki: ryvastys 9.3.1

Perustelu: Jokaisella silmukkakierroksella 4
huolehditaan, ettei ainakaan ndiden
pisteiden p ja g vdlinen etdisyys dpq Ole se
pienin, joka erottaa luokat A ja B toisistaan.

Kruskalin MST-algoritmi [5, luku 4.5] saadaan
seuraavin muutoksin:

e Askeleessa 1 kdytetddnkin sydtteena
annettua verkkoa G.

e Silmukkaa 4 toistetaankin, kunnes
luokkia onkin jdljelld enda 1.

Toteutuksessa tarvitaan tietorakenne, joka

e sallii askeleen 4b tarvitsemat operaatiot

— "Mikd on tdman solmun luokka?"
— "Yhdistad ndiden solmujen luokat!"

e toimii niin nopeasti, ettei siimukka 4 ole
hitaampi kuin jarjestamisaskel 2.

Sellainen on ns. Union-Find [1,
luvut 21.2-21.3 ;5, luku 4.6] kalvoilla 9.3.2.
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Union-Find-tietorakenne 9.3.2

e Liitetddn siis jokaiseen alkioon a nimikentta
a.name = osoitin sen luokan nimialkioon,
johon a kuuluu.

e Ylldpidetddn ndita nimikenttid siten, ettd

joko alkio a on samalla itse oman
luokkansa nimialkio
a.name =a 4)
joka on samalla nimikentan alkuarvo
(mikd muukaan?)

tai nimikenttaketju

a.name.name.name.---.name  (5)

vie lopulta alkion a nimialkioon.

e Tamad ei vield takaa tehokkuutta:

Miten pidetdan nimikenttdketjut (5)
lyhyina?

e Lisatddn siis vield pituuskenttd a.rank =
pisimman alkioon a tulevan
nimikenttdketjun (5) pituus.
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Union-Find-tietorakenne 9.3.2

9.3.2 Union-Find-tietorakenne

e On pidettava vlla alkioiden
ekvivalenssiluokkia

eli jokainen alkio kuuluu koko ajan
tasan yhteen luokkaan

seuraavien operaatioiden suhteen:

Luo uusi alkio ja sille oma luokka.

Etsi alkiota vastaava luokka.

Yhdistd annettujen kahden alkion luokat

vhdeksi yhteiseksi luokaksi.

e Rakennetta tarvitaan kalvojen 9.3.1
Kruskalin algoritmissa

mutta se on hyddyllinen my&s muualla.

e Perusidea: Jokaisella luokalla on nimi, joka
on jokin sen alkioista.
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Union-Find-tietorakenne 9.3.2

e Pituuskentdn alkuarvo olkoon 0 (tai muu
vakio).

e Kun alkio lakkaa olemasta nimialkio (4),
niin sen pituuskenttddkddan ei endd tarvita.

e Nyt voidaan maddritelld tehokas luokkien
vhdistdmisoperaatio, joka saa sydtteenddn
kahden eri luokan nimialkiot:

procedure Union(a,b)

if a.rank < b.rank then

a.name (= b
else if a.rank > b.rank then
b.name = a
else
b.name = a
a.rank := a.rank+1
end if.

Toisin sanoen, kasvatetaan lyhyempia
nimikenttaketjuista (5).

[5, kuva 4.12]

e Jo tama takaa logaritmiset ketjut.
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Union-Find-tietorakenne 9.3.2 Union-Find-tietorakenne 9.3.2

e Myds nimialkion hakuoperaatiota voidaan

w

— joten kuljetun nimikenttdaketjun pituus
onkin keskimddrin < 4 [1, luku 21.4].

S A=t S
ESEg e
= % = el tehostaa tiivistdmalla polku (path
@ s . . . ..
= o compression) jota kuljettiin:
o CEE
/ 4 Ego b procedure Find(a)
gs 4 if a.name = a then
) E2=E return q
) [ == oo @2 else
= ~ = 4 = = :
& o a.name := Find(a. name);
- S 85 5
3 ET = return a.name
e P = doia S -
= g8 Y g = end if.
= B2 g
2o 0P S
5 & E5=8= [5, kuva 4.13]
= . 98 o e T&ma lisdparannus tekee Kruskalin
= ! i & 58 2 algoritmin silmukan 4 operaatioista 4b
ol I oS BE yhdessé kdytdnnossa vakioaikaisia:
g 5ESos
2 i / A = be = — Yksittdinen Find-kutsu voi vieds
= ] C e &
= - LESTCE logaritmisen ajan
¥ Ll 8EREE ° :
HEZo® . N
:J‘\ =Bl — mutta sivutuotteenaan se tiivistdd hyvin
nCuBE monen myShemman kutsun polkua
+ 0% S E
52583
R AT
B e 2
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Union-Find-tietorakenne 9.3.2 Prim vai Kruskal? 9.3.3

9.3.3 Prim vai Kruskal?

e Prim on kdytdanndssad ndistd kahdesta
algoritmista nopeampi

mutta ei niin paljon, ettd silla olisi
kisakdytdssd merkitystd.

(b)

e Primin algoritmi on helppo muistaa
Dijkstran muunnoksena.

he path from v to x

ctly to x.

e Primin algoritmin toteutus vaatii keon
kalvoilta 2.3

joko kahvoilla kalvoilta 2.3.3 — mutta
niita ei valmiskirjastoissa aina ole

tai kahvoitta kuten kalvoilla 9.1.1.

Figure 4.13 (a) An instance of a Union-Find data structure; and (b) the result of the

operation Find(v) on this structure, using path compre

e Kruskalin algoritmin toteutus taas vaatii

(@)

sekd jdrjestamisalgoritmin — jonka saa
valmiskirjastosta

ettd Union-Find-tietorakenteen
kalvoilta 9.3.2 — mutta sitd ei
valmiskirjastoissa aina ole.
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Parituksista ja virtauksista 9.4

9.4 Parituksista ja virtauksista

Paritusongelmassa
e verkon solmut jakautuvat 2 eri luokkaan

e verkon kaaret kulkevat vain luokkien
valilla

e kaarista pitad valita mahdollisimman

vahvat kalvoilla 9.4.1

monta kalvoilla 9.4.2

kun solmu saa kuulua vain yhteen
valittuun kaaren.

Maksimivirtausongelmassa kalvoilla 9.4.3

e verkon kaarilla on painot jotka kuvaavat
siirtokapasiteetteja

e pitdd laskea koko siirtoverkoston
maksimikapasiteetti.

Kalvoilla 9.4.4 kdsitelladn paritusta
virtauksena.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 208

Vakaa paritus 9.4.1

e Nainen/mies y kiehtoo miestd/naista x jos

— z ei ole tadlla hetkelld kihloissa kenenkdadn
kanssa ja y on henkilon z listalla

— x on tdlla hetkelld kihloissa jonkun z

kanssa mutta y on henkilon z listalla
aikaisemmin kuin z.

e Pyydetddn kihlaamaan annettuja naisia ja
miehid toisiinsa siten, ettei jdljelle jaa enda
yhtddan miestd ja naista (kihloissa tai ei)
jotka kiehtoisivat toisiaan — aiheuttaen
epdvakautta.

e Valitaan epdsymmetriset kdyttdytymismallit:
— Miehet kosivat, naiset eivat.

— Naiset purkavat kihlauksiaan, miehet
eivat.

Silloin

miehet saavat parhaimman mahdollisen
puolison

naiset tyytyvat huonoimpaan mahdolliseen.
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Vakaa paritus 9.4.1

9.4.1 Vakaa paritus

Vakaiden parien (Stable Marriage)
muodostamisongelmassa annetaan |dhtotietoina
seuraavaa:

Miehet 1,2,3,..., M.
e Naiset 1,2,3,..., N.

e Jokaiselle miehelle ¢ jarjestetty lista niista
naisista n; 1,1 2,13, ...,n;m, Joita han voisi
kosia.

e Jokaiselle naiselle j jarjestetty lista niista
miehista mMj1,M;2,M;3,... ,mim]. joille han
Vvoisi myOntya.

e Siis riittda tarkastella vain pareja jotka ovat
toistensa listoilla.

Halutaan muodostaa sellaiset kihlaparit, etta
tulos on vakaa.
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Vakaa paritus 9.4.1

Alussa kukaan ei ole vield Kkihloissa;
while on mies i joka ei ole vield kihloissa ja
jonka listalla on vield naisia do
Otetaan miehen i listalta pois sen
ensimmadinen nainen j;
if mies ¢ on naisen j listalla then
if nainen 7 ei ole vield kihloissa then
Mies ¢ ja nainen j kihlautuvat
keskenddn
else if naisen j kihlattu k£ on naisen j
listalla vasta miehen i jdlkeen then
Nainen j purkaa ensin kihlauksensa
miehen k kanssa jonka jdlkeen mies i
ja nainen j kihlautuvat
end if
end if
end while.
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Maksimaalinen paritus 9.4.2 Maksimaalinen paritus 9.4.2

9.4.2 Maksimaalinen paritus e Kddnnetdan auttava polku (6) pdin vastoin:

Korvataan vanhat kihlaukset 3 uusilla

Muutetaan kalvojen 9.4.1 ongelmaa: kihlauksilla 2.
e Ei endd jarjestystd minua kiinnostavien e Kihlausten kokonaislukumdadara kasvaa
partnereiden vdlilla — listasta joukoksi. yhdelld.

Toistetaan siis
e Yritetddankin tehdd mahdollisimman monta

Kihlaparia. 1. auttavan polun muodostamista

. 2. sen kdaantdamistd nurin
e Yritetddn muodostaa auttava polku

(augmenting path) kunnes auttavaa polkua ei endd ole.
mi,m1, Mo, N2, M3, N3, ..., M, N (6)
missd e Lopputuloksessa on mahdollisimman monta
kihlaparia:

1. ensimmadinen mq ja viimeinen n; eivat ole
vield Kkihloissa kenenkddn kanssa Jos olisi toinen tapa, jossa olisi viela
enemman pareja, niin
2. edellinen mies m; ja seuraava nainen n;
kiinnostavat toisiaan — katsotaan missd suhteissa tulos ja tapa

eroavat toisistaan
3. mutta edellinen nainen n; onkin jo

kihloissa seuraavan miehen m,;; kanssa. — ndhd&dan eroista tulosta auttava polku.
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e Menetelma tuottaa maksimaalisen
parituksen 2-jakoisissa verkoissa (Maximal
Matching in Bipartite Graphs) [1,
kuva 26.7]:

— Solmut on jaettu

(b)

* miesten luokkaan vasemmalla

* naisten luokkaan oikealla.

— Suuntaamattomat kaaret kulkevat
luokasta toiseen ja kertovat
(molemminpuoliset) kiinnostukset.

— Auttava polku (6) vuorottelee

* vasemmalta oikealle vaaleaa

* oOikealta vasemmalle tummaa

(a)

kaarta pitkin.

e Tdma ongelma I0ytyy (osana) monista
sellaisista tehtadvistd, joissa pyydetdan
sovittamaan yhteen kahdenlaisia asioita
mahdollisimman kattavasti.
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Maksimaalinen paritus 9.4.2

e Menetelman optimoitu toteutus on
Hopcroftin ja Karpin algoritmi [1,
ongelma 26-7].

e Optimoinnissa

lasketaan ensin mahdollisimman monta eri
henkilbistd koostuvaa polkua

kddnnetddn kaikki nama polut samalla
kerralla.

e Silloin yksi toistokierros voi kasvattaa
kihlaparien lukumdarad useammalla kuin
vhdellad.

e Menetelman kuvailussa kdytetddan
apuverkkoja.

Todellisessa toteutuksessa niitd ei tarvitse
muodostaa erillisind tietorakenteina.
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Maksimaalinen paritus 9.4.2

2. Suorita apuverkolle G1 sellainen kalvojen 8.5
leveyssuuntainen ldpikadynti

e jonka tydjono @ alustetaankin kaikilla
vapailla miehilld

e joka lopetetaan heti, kun tygjonon @
alkuun ilmestyy vapaa nainen.

Jos @ tyhjeni, niin koko algoritmin
toistaminen voidaan lopettaa: endd ei synny
uusia auttavia polkuja (6).

3. Muodosta apuverkko G3 poistamalla
apuverkosta G kaikki ne kaaret v — v joilla

syvyys[v] # syvyys[u] + 1.

e Eli kaikki ne kaaret v — v, joita pitkin
askeleen 2 leveyssuuntainen ldpikdynti ei
olisi voinut edetd.

e Leveyssuuntainen ldpikdynti takaa, ettd
apuverkon G3 askeleen 1 mukaiset polut
ovat tasmadlleen lyhyimmadat auttavat
polut (6).

Maksimaalinen paritus 9.4.2
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1. Muodosta suunnattu apuverkko G jossa
solmuina ovat sydtteen henkildt

miehestd ldhtee kaari jokaiseen muuhun
hanta kiinnostavaan naiseen kuin hanen
omaan kihlattuunsa

naisesta ldhtee kaari vain hdnen omaan
kihlattuunsa.

Apuverkon G4
e kehdttomadt polut

e |dhtien naimattomasta miehestad

(eli oikean laidan solmusta johon ei tule
kaaria)

e pddttyen naimattomaan naiseen

(eli vasemman laidan solmuun josta ei
ldhde kaarta).

ovat tasmadlleen kaikki mahdolliset auttavat
polut (6) maaritelman nojalla.
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Maksimaalinen paritus 9.4.2

4. Suorita seuraava laskenta:

Alusta tummuus[u] := VALKEA jokaiselle
solmulle w;
for jokainen tydjonossa @ oleva vapaa
nainen v do
if uusipolku(v) then
Rekursiokutsun muodostama polku

v «— 7[v] — 7w[n[v]] « -+ < vapaa mies

on erds uusista henkildista koostuva
auttava polku (6)
end if
end for.

Rekursiivinen aliohjelma uusipolku(v)

e yrittdd muodostaa solmulle v sellaisen
m-polun, joka voitaisiin saada
apuverkon G3 syvyyssuuntaisella
|apikdynnilla kalvojen 8.4 mukaisesti

e ctenee siis apuverkon G3 kaaria takaperin

e jattdd kokeillut solmut mustaksi, jotta
niita ei enda kokeiltaisi toiste

e takaa siten, etteivat Idydetyt polut jaa
solmuja.
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Maksimaalinen paritus 9.4.2

function uusipolku(g: solmu): boolean

if tummuus[q] = VALKEA then
tummuus[q] := MUSTA;
if ¢ on vapaa mies then
return true
else
for p — g € E(G3) do
if uusipolku(p) then

m[q] 1= p;
return true
end if
end for
end if
end if;

return false.
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Maksimivirtaus 9.4.3

Virtaus (flow) f: V(G)?2 — R toteuttakoon:

Kapasiteettirajoitus (Capacity Constraint)
flu,v) < c(u,v) missd

o(u,v) = ¢ josuSwve E(Q)
77710 muuten

on suora kapasiteetti yldsolmusta u
alasolmuun v.

Kallistussymmetria (Skew Symmetry)
flu,v) = —f(v,u) kaikilla u,v € V(G).

Negatiivinen virtaus on mitattu kaaren
suuntaa vastaan.

Todellinen virtaus on positiivista.

Kumous (Cancellation): vain toisella

kaarista u % v,v % u € E(G) voi olla
todellista virtausta.

Virtauksen sdilyminen (Flow Conservation)
> f(u,v) =0
veV(QG)
kaikissa vélisolmuissa u € V(G) \ {s, t}.
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Maksimivirtaus 9.4.3

9.4.3 Maksimivirtaus

Maksimivirtaus (eli -vuo) (Maximal Flow) [1,
luku 26] mallintaa verkkona (esimerkiksi)
vesijohtoputkistoa:

e Otetaan suunnattu verkko G, jonka
kaarilla u % v € E(G) on painot ¢ > 0.

e "Putken ylapddstd « voi virrata alapdadhan v
korkeintaan c litraa sekunnissa.”

Verkossa G sallitaan myos kehat.

e Verkossa G on

1IdhtBsolmu (source) s € V(G) johon ei
tule kaaria ja josta ldhtee kaikki
putkistossa virtaava vesi ("vesilaitos’)

maalisolmu (sink) ¢t € V(@) josta ei ldhde
kaaria ja johon pdatyy kaikki putkistossa
virtaava vesi ("meri").

e Kaikissa muissa solmuissa u € V(G) tuleva
ja lahteva virtaus ovat aina yhtd suuret.
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Maksimivirtaus 9.4.3

e Tehtdvdnd on Ioytdd sellainen virtaus f
jonka arvo (Value) eli putkistoon lahteva
vesimaara

Ifl= > f(sv)

veV(Q)
on mahdollisimman suuri.

e Esitetddn Fordin ja Fulkersonin
perusmenetelmd (the Ford-Fulkerson
method) [1, luku 26.2 ja kuva 26.5].

Se yleistda kalvojen 9.4.2 auttavan
polun (6) ideaa:

— Solmuilla ei enda ole sukupuolta.

— Kihlausta vastaa virtauksen lisdys eli
polku kulkee kaaren suuntaan.

— Kihlauksen purkua vastaa virtauksen
vahennys eli polku kulkee kaarta vastaan.
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Maksimivirtaus 9.4.3 Maksimivirtaus 9.4.3

Aluksi virtausta ei ole, joten alusta f[u,v], flv,u] := 0
kaikille u % v € E(Q);
repeat
Muodosta jadnndsverkko (Residual Network) Gy
joka kertoo, miten virtausta f voi muuttaa:
e Jos flu,v] < ¢ jollakin v % v € E(G) (eli tille
kaarelle voi lisatd virtausta) niin lisaa

en e . c—flu,]
myodtdkaari u ——— v.
e  Jos flu,v] > 0 jollakin u = v € E(G) (eli talts
kaarelta voi vdahentdd virtausta) niin lisaa

vastakaari v M» u

e Jos ndin syntyisi kaksi vierekkaistd kaarta u 2 v

ja v L v, niin summaa ne yhdeksi

kaareksi u 2% 4.

if verkossa G; on yksinkertainen polku p solmusta s
solmuun ¢t then
Olkoon d polun p jddnndskapasiteetti (Residual
Capacity) eli pienin kaaripaino;
for all kaari v — v polulla p do
if f[v,u] > 0 eli kaari osoittaa virtausta vastaan
then
flv,u] := f[v,u] —d eli véhenna virtausta
jaanndskapasiteetin verran;

f[u7 U] = *f[’U,U]

else
flu,v] 1= flu,v] +d;
f[’U,’LL] = —f['LL,’l)]
end if
end for
end if

until sellaista polkua p ei ole.
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Maksimivirtaus 9.4.3 Maksimivirtaus 9.4.3

e Kokonaislukukapasiteeteilla (véli)tuloksetkin
ovat kokonaislukuja.

(c)

e Kokonaisluvuilla algoritmi vie

O(E(G)]-I£7D (7)

askelta, missd |f*| on tuo paras arvo.

[1, kuva 26.6]

e Edmondsin ja Karpin algoritmi (the
Edmonds-Karp algorithm)

(b)

— valitsee mahdollisimman vahakaarisen
polun p

— koska sellaisella lienee suuri
jaannoskapasiteetti d.

e Tadllainen p I8ytyy kalvojen 8.5
leveyslapikaynnilla:

(a)

— Aloitetaan lahtdsolmusta s.

— Lopetetaan kun jonon @ alkuun ilmestyy
maalisolmu t, ja luetaan sen w-puupolku
(takaperin).
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Maksimivirtaus 9.4.3

e Ldpikdynteja kdytetddn auttavien polkujen
etsintddn samaan tapaan kuin
kalvojen 9.4.2 Hopcroftin ja Karpin
algoritmin askeleissa 3 ja 4.

e Edmondsin ja Karpin algoritmi vie

o(V(@)| - |E(@)|?) askelta.  (8)
— Riippuu vain verkon G koosta
— eikd kapasiteeteista kuten (7).
e Polkua p voi etsid myods kalvojen 8.4
syvyyslapikdynnilld:
— helpompi ohjelmoida

— usein riittdvan nopea.
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Esimerkki: Maksimaalinen paritus virtausongelmana 9.4.4

(b)

(a)
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Esimerkki: Maksimaalinen paritus virtausongelmana 9.4.4

9.4.4 Esimerkki: Maksimaalinen paritus
virtausongelmana

Moni ongelma voidaan palauttaa kalvojen 9.4.3
maksimivuon laskentaan.

Esimerkiksi kalvojen 9.4.2 ongelma voidaan
esittdd putkistona [1, kuva 26.8]:

Lisatdan supermies s ja putki siitd joka
perusmieheen, ja supernainen t vastaavasti.

e Muut putket kulkevat miehestd hanta
kiinnostaviin naisiin.

e Joka putkella on kapasiteettina 1.

e Vaaditaan vield ettd virtaukset ovat
kokonaislukuja.

Fordin ja Fulkersonin menetelmd takaa
taman.

Erityisesti sen erikoistapaus Edmondsin ja
Karpin algoritmi takaa tamadn.
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Esimerkki: Maksimaalinen paritus virtausongelmana 9.4.4

e Nyt parituksen maksimikoko on
maksimivuon arvo

|5 < min(M, N)

missd M on miesten ja N naisten
lukumadaara.

e Palautuksella saatu algoritmi vie siis
yhtdlon (7) nojalla
O(L - min(M, N)) askelta

missd L on sydtteend annettujen
kiinnostusten lukumaara.

e Kalvojen 9.4.2 erikoistunut Hopcroftin ja
Karpin algoritmi veisi vain

@) (L . \/min(M,N)> askelta. (9)

e Jdlkimmadinen algoritmi lieneekin keksitty
edellista optimoimalla juuri tahan
tehtdavaan. ..
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Minimileikkaus 9.4.5

9.4.5 Minimileikkaus

e Maksimivirtaus-minimileikkauslause
(Max-Flow Min-Cut Theorem) [1,
Theorem 26.7]

— perustelee miksi kalvojen 9.4.3 auttavat
polut johtavat maksimivirtaukseen

— osoittaa miten maksimivirtauksella voi
I0ytda edullisimman tavan halkaista
verkko kahteen palaseen.

e Verkon G (solmujen) leikkaus 2 palaseen
S ja T on sellainen, etta

Idht8solmu kuuluu alkupalaan, eli s € S

maalisolmu kuuluu loppupalaan, eli
teT=V(G)\S.

e Sen kapasiteetti on sen yli palasta S palaan
T kulkevien kaarten painojen summa

d(S,T) = > w.

w
u—veE(G)
ueS,weT
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Minimileikkaus 9.4.5

Pddvdite: Seuraavat 3 ehtoa ovat yhtapitavat:
1. f on maksimivirtaus verkossa G

2. sitd@ vastaavassa jdannosverkossa G ei
ole auttavia polkuja

3. verkolla G on sellainen leikkaus, etta

(S, Ty) = |f].

Erityisesti: Maksimivirtauksen arvo =
minimileikkauksen kapasiteetti.

Apuvditteen nojalla.

Perustelu 3 = 1: Apuvditteen mukaan ei voi
olla vield suurempaa virtausta kuin

C/(Sf, Tf)

Perustelu 1 = 2: Jos jadnnosverkossa Gy on
yha auttava polku p, niin sita voidaan
kdyttdd yha parantamaan virtausta f, joten
f ei vield ollutkaan maksimaalinen.
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Minimileikkaus 9.4.5

e Virtauksen f aiheuttama nettovirtaus
leikkauksen yli on se virtaus joka kulkee
alkupalasta S loppupalaan T

np(S,T) = Z Z f(u,v).

ueSveT

Apuvdite: Kaikille verkon G
e virtauksille f
e leikkauksille S, T

patee
If] < (S, T)

eli virtaus ei voi ylittaa leikkauksen
kapasiteettia.

Perustelu: Poistetaan verkosta G kaaret
alkupalasta S loppupalaan T'. Silloin
Iahtdsolmusta s ei endd pddse
maalisolmuun t.

Jos siis halutaan mikd tahansa virtaus f
Iahtésolmusta s € S maalisolmuun t € T,
niin siihen taytyy kayttaa ainakin osaa
ndistd poistetuista kaarista.

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 233

Minimileikkaus 9.4.5

Perustelu 2 = 3: Valitaan alkupalaksi Sf
tdsmadlleen ne solmut, joihin pddsee
Iahtdsolmusta s jaanndsverkon Gf kaaria
pitkin.

Silloin maalisolmu ¢t € Ty = V(G) \ Sy, kuten
pitikin, koska jadnndsverkossa Gf ei ole
polkua solmusta s solmuun t.

Jos kaari u = v € E(G) vie loppupalasta T}
alkupalaan Sf, niin valinnan nojalla silla ei
saa olla yhtdan virtausta: f(u,v) = 0.
Muutenhan solmusta v € Sf paasisi
jaanndsverkon Gf vastakaarta pitkin
solmuun u € Tf.

Siis kaikki virtaus f kulkee alkupalasta Sy
loppupalaan Ty eika palaa, eli

Ifl =np(Sy, Tp).

Jos kaari u = v € E(G) vie alkupalasta S
loppupalaan Tf, niin valinnan nojalla sen
virtauksen pitdd toimia tdysilla, eli

f(u,v) =w. Muutenhan solmusta u € Sy
padsisi jadnnosverkon G myodtdkaarta pitkin
solmuun v € Tf.

Siis ny(Sf,Ty) = (Sf,Ty) (eli leikkauskin
toimii taysilld).
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Minimileikkaus 9.4.5

e Yhdistetdan apu- ja pddlause:

Suurimman mahdollisen virtauksen arvo =
pienimmdn mahdollisen leikkauksen
kapasiteetti.

e Perustelussa 2 = 3 tehtiin leikkaus

— Sy = ne solmut, jotka viimeinen
(epdonnistunut) auttavan polun etsintd
tavoitti Idhtiessdaan alkusolmusta s

- Tf = ne solmut, jotka jdivat
tavoittamatta

joka on (erds) pienin mahdollinen.

e Jos siis pienentdd alkupalasta Sf
loppupalaan Ty kulkevan kaaren
kaaripainoa w jollakin arvolla §, niin
maksimivirtauksen f arvo

— putoaa, koska leikkauksen Sy, T’
kapasiteetti on entistdkin pienempi

— saman § verran, koska f voidaan
pdivittda vastaavasti.
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Esimerkki: Tieverkon katkaisu 9.4.6
Perustelu:

e Rdjdytykset erottavat kaupungit s ja t
toisistaan vain jos rdjdytetdan

— ainakin kaikki ne rataosuudet eli
kaaret, jotka kulkevat yli jostakin
rataverkon leikkauksesta S, T

— ja mahdollisesti niiden lisdaksi jotakin
turhaa.

e Koska kaikki kapasiteetit ovat 1, on
kapasiteetti ¢/(S,T) = leikkauksen S, T yli
kulkevien kaarten lukumaara.

e Kaikille muille leikkauksille S, T patee

C/(Sv T) 2 C/(Sfan)

koska Sy, Ty on minimaalinen leikkaus.
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Esimerkki: Tieverkon katkaisu 9.4.6

9.4.6 Esimerkki: Tieverkon katkaisu

Ongelma: Halutaan katkaista kaikki
rautatieyhteydet kaupunkien s ja t valilla

e rdjayttamalla rataosuuksia poikki
e mahdollisimman vahilla rdjaytyksilla.

(Vertaa kalvojen 9.3 vastakkaiseen
ongelmaan.

Itse asiassa, virtauslaskenta keksittiin
USAssa kylmdn sodan vuosina juuri tahan
tehtdvdan...)

Ratkaisu: Lasketaan maksimivirtaus.
1. Annetaan rataverkon jokaiselle
rataosuudelle
(kokonaisluku)kapasiteetti 1.

2. Muodostetaan kalvojen 9.4.5
minimileikkaus S¢, Ty,

3. Rdjdytetddn leikkauksen yli kulkevat

rataosuudet.
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Esimerkki: Tieverkon katkaisu 9.4.6

Laajennus: Verkon G kaariyhtendisyyden aste
(edge connectivity) on pienin lukumaara k
kaaria, joiden poisto jakaa verkon G
irrallisiin osiin.

[1, harjoitustehtdva 26.2-9; 8, luku 10.1.2]

e Erona edelliseen on se, ettd nyt
kysytddnkin sellaisia s ja t joilla c/(Sf,Tf)
on pienin.

e Voidaan Kiinnittdd mielivaltainen s ja
kdyda ldpi kaikki muut
vaihtoehdot ¢ € V(G) \ {s}.

e Saadaan

O(IV(&)?- |E(@)?)
algoritmi.

o Kysymys "Onko k = 17" ratkeaa
nopeammin ja helpommin:

— Kokeillaan jokaisella kaarella
vuorollaan, olisiko G yha yhtendinen
ilman sitd.

— Kukin kokeilu voidaan tehda
kalvojen 8.4 syvyyssuuntaisella
lapikaynnilla.
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Vdhimmadisvirtaukset 9.4.7

9.4.7 Vdhimmdisvirtaukset

e Lisdatddn kalvojen 9.4.3
maksimivirtausongelmaan myos alarajat:

Kaarelle u % v € E(G) vaaditaan nyt
virtaus I < f(u,v) <ec.

""Tdssd putkessa pitda virrata vdhintdan i
(ja korkeintaan c) litraa sekunnissa.”

e Samat menetelmdt soveltuvat jos tunnetaan
Jokin alkuvirtaus f,«, joka tdyttdd nama
vaatimukset.

— Aletaankin parantamaan virtausta fyxy-
— Ennen alarajoja aloitus f5, = 0 kelpasi.

e Alkuvirtauksen f;, laskentaan palataan
kalvoilla 9.4.10.
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Vdahimmadisvirtaukset 9.4.7
e Alustus on nyt flu,v] := faku(u,v);
o l
flv,u] 1= —f[u,v] kaikille u =% v € B(G).

e Muutetaan jaanndsverkon Gf
muodostamissdadntdja siten, ettd alarajan [
alittaminen kielletdan:

— Jos flu,v] < c jollakin u X% v € B(@) niin

lisss mystakaari w <Y,

— Jos flu,v] > 1 jollakin u 2% v € E(G) niin

en . w]—1
lisda vastakaari v M u

— En&i ei voi syntyd kahta kaarta u < v ja
u % v jotka pitaisi yhdistsa:

x Toinen yhdistettdvistd on aina myota-
ja toinen vastakaari.

* Siis yhdistystarve syntyy vain kahden
solmun kehistd.

* Mutta sovimme, ettei niitd sallita.

e Sitten voidaan soveltaa Fordin ja
Fulkersonin menetelmaa. [3, luku I1.88]
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Vdhimmadisvirtaukset 9.4.7

Ongelma: Kahden solmun vélinen keha

l l//
w5 v, v =5 u e E(G)

ei kumoudu jos min(l,1') > 0!

Vvddrd ratkaisu: Entd jos toinen kahden
solmun kehdn kaarista saa tarpeeksi
virtausta niin toisella sallittaisiinkin
virtaus = 07

e Silloin voitaisiin optimoida virtausta
suuntaamattomassa verkossa G.

e Tdma taas on NP-taydellista [4,
ongelma ND37], eli (luultavasti) vaikeaa
(kokonaisluvuilla)!

Oikea ratkaisu: Kielletddn tallaisten kehien
esiintyminen sybteverkossa.
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Minimivirtaus 9.4.8

9.4.8 Minimivirtaus

e Kalvoilla 9.4.7 lisattiin kalvojen 9.4.3
maksimivirtausongelmaan alarajat [. Silloin
tulee jarkevdksi kysyd kddantden:

Millainen pienin virtaus riittaa alarajojen
tdyttamiseen (yldrajoissa pysyen)?

e Ratkeaa pienentamdlld mahdollisimman
paljon saatua alkuvirtausta f;y-

Virtausta saa pienentdd vain poistamalla
siitd sellainen osa, joka itsekin on virtaus.

Poistettavan osan maksimointi on siis
maksimivirtauksen laskentaa.

e Joten viritellddan taas Fordin ja Fulkersonin
menetelmaa.

[3, luku 1.88]

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 243



Minimivirtaus 9.4.8

e Muutetaan jdanndsverkon Gf
muodostamissdadntdjda antamaan se virtaus,
joka voidaan poistaa. Nyt

mydtdkaarilla esitetddan mahdollisuus
poistaa

vastakaarilla lisata
virtausta, eli pdin vastoin kuin ennen.

. o N
— Jos flu,v] < c jollakin u =% v € E(G) niin
lis3a vastakaari v <%, 4,
— Jos f[u,v] > I jollakin u 2% v € B(G) niin

e sy ne . )=l
lisdd mydtikaari u & v

e Silloin jadanndskapasiteetti d kertoo 18ydetyn
luvallisen vahennyksen, joten virtauksen
pdivitys onkin vastakkaismerkkinen.

Esimerkki: Hiihtokeskus 9.4.9
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Esimerkki: Hiihtokeskus 9.4.9

9.4.9 Esimerkki: Hiihtokeskus

e Tahkovuoren laskettelukeskuksessa kaikki
laskettelurinteet Idhtevat vuoren huipulta ja
padttyvat Syvdrinlahden jaalle.

o Rinteessd on risteyksid, johon tultuaan
laskettelija voi valita mita reittid lahtee
seuraamaan. Samaan risteykseen voi myos
tulla eri reitteja.

e Henkilbkunnan pitdd tarkastaa joka aamu
kaikki rinteet laskemalla ne ldpi ennen
asiakkaiden tuloa.

e Koska hiihtohissi on hidas, halutaan
kuljettaa huipulle kerralla niin paljon
henkilokuntaa, ettei toista kuljetusta enda
tarvita.

e Toisaalta turhaa henkildkuntaa ei haluta
palkata.

e Paljonko henkilbkuntaa tarvitaan?

e Mallinnus virtausongelmana:
Ldht8solmuna s on huippu.
Maalisolmuna ¢t on jad.

Muina solmuina ovat risteykset.

Kaarina ovat reitit edellisestad risteyksesta
seuraavaan.

Kaari on suunnattu ylemmasta
risteyksestd alempaan.

Alaraja kaarella on 1 — ainakin yhden
henkilbkunnasta on laskettava se.

Yldraja kaarella on +0co — niin monta kuin
tarpeen.

Minimivirtaus kertoo henkildkunnan
minimitarpeen.

e Vaiheet:

1. Ensin palkataan henkildkuntaa niin
paljon, ettd homma varmasti hoituu.

2. Sitten annetaan potkut liikavaelle.
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Esimerkki: Hiihtokeskus 9.4.9
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e Vaihe 1 voidaan tehda kalvojen 9.4.3 Fordin
ja Fulkersonin menetelmdn seuraavalla
muunnoksella:

Aluksi f5ky on O-virtaus.

Jddnndsverkko koostuu klaarista
ubove Gt MISSE u Ltoo € E(@).

— Aina on tilaa vield yhdelle.

— Ylimaddrdiset karsitaan vasta vaiheessa
2.

Polun p pitdd sisaltda jokin kaari
1 .
u—=wv &Gy, jolla fakulu,v] =0.

Eli valitaan rinne p jolla on tarkastamaton
osuus, ja palkataan sille uusi tyontekija.

e Kalvoilla 9.4.10 esitetdan toinen tapa, joka
perustuu ongelman ja sybteverkon
muuntamiseen sopivasti.
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Esimerkki: Hiihtokeskus 9.4.9 Kierrot 9.4.10

9.4.10 Kierrot

e Joskus virtausongelmissa on rajoitteita
myds solmuissa.
e Vaihe 2 voidaan tehd3d kalvojen 9.4.8

minimivirtausmenetelmalla: . o
e Esimerkiksi

Mybtakaaret ovat v 2L o kaikilla niills

kaarilla u =% 4 joilla flu,v] > 1.

tieverkko joka yhdistda

tehtaita jotka valmistavat tuotetta

vastakaaret v ==, ovat aina

mahdollisia. kauppoihin jotka myyvadt tuotetta

. . annetulla tahdilla.
Saadaan virtaus fiarpeen Jolla

— reittid edellisesta risteyksestd u e Ei endd maksimoidakaan tuotteen
seuraavaan v laskee frarpeenlu,v] > 1 kokonaisvirtaa
tyontekijaa

— koska ei annettu maksimointisuuntaa

— henkilskunnan kokonaistarve |fzarpeen| O ldhtosolmusta s maalisolmuun ¢

mahdollisimman pieni. — vaan pelkistdsn varmistetaan, etts
tarjonta kattaa kysynnan.

e Tilannetta kutsutaan tuotteen kierroksi
(circulation) [5, luku 7.7].
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Kierrot 9.4.10 Kierrot 9.4.10

e Liitetddn siis jokaiseen solmuun v € V(G)
luku dy, joka on sen kysyntd (demand):

— Kun dy > 0, niin kauppasolmu v kuluttaa
tuotetta tahtiin d, yksikkda.

— Kun dy < 0, niin tehdassolmu v tuottaa
tuotetta tahtiin —dy yksikkoa.

— Kun dy = 0, niin solmu v on samanlainen
tuotevirtojen risteys ("tukkukaupan
vdlivarasto") kuin alkuperdisessd
virtausongelmassakin.

e Kysynnat d, tayttava kierto palautuu
alkuperdiseen virtausongelmaan
kalvojen 9.4.4 tekniikalla:

Supertehtaasta s on kaari

—dy
S — v

jokaiseen tehdassolmuun wv.

Supermarkettiin ¢t on kaari

vd—v>t

jokaisesta kauppasolmusta v.

[5, kuva 7.13]
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Kierrot 9.4.10

e Kierroissa on helppo kdsitelld kalvojen 9.4.7
verkkoja, joissa kaarilla

u (10)
on myds alaraja I:

1. Korvataan jokainen sellainen kaari
tavallisella kaarella

c—1
u — .

2. Korvataan jokaisen solmun v Kysyntad dy
kysynndlld d, — Ly, missa

Ly = Z l — Z l
l,c lc
uUu— v—U
sisddntulevat rajat ulostulevat rajat
on se lisdtuotanto, joka tarvitaan
kattamaan solmuun v liittyvien
alarajojen [ aiheuttama lisdkysynta.

[5, kuva 7.15.]

3. Olkoon f/ tami&n tavallisen ongelman
ratkaisu.

4. Kun kullekin kaarelle (10) laitetaan
takaisin virtaus f’[u,v] + I, niin saadaan
Jokin alarajat tdayttava virtaus fyky-
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Kierrot 9.4.10

e Jos halutaankin vielda minimaalinen alarajat
tdyttdva virtaus, niin minimoidaan ndin
saatu fyky Kuten kalvoilla 9.4.8.

e Luonnollinen laajennus olisi, ettd eri tehtaat
tuottaisivatkin eri tuotteita.

Se kuitenkin tulee NP-tdydelliseksi, eli
(luultavasti) vaikeaksi (kokonaisluvuilla) [4,
ongelma ND38]!
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Kierrot 9.4.10

result of reducing this instance
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Dynaamisesta ohjelmoinnista 10

10 Dynaamisesta
ohjelmoinnista

[8, luku 11; 1, luku 15]

Tarkastellaan seuraavia yleisia
algoritminsuunnittelumenetelmia:

hajoita ja hallitse -periaatetta kalvoilla 10.1

Muunnelmia:
e vihennd (decrease) ja hallitse [6, luku 5]

e muunna (transform) ja hallitse [6,
luku 6].

dynaamista ohjelmointia kalvoilla 10.2

ahneita algoritmeja kalvoilla 10.3.
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Hajoita ja hallitse

10.1 Binddrihaku 10.1.1

10.1 Hajoita ja hallitse

10.1.1 Binddrihaku

e Hajoita ja hallitse (Divide and Conquer) [1, e Bin&ddrihaku (Binary Search) [1,
luku 2.3.1; 6, luku 4] on hyvin yleinen ja
usein menestyksekds
algoritminkehitysperiaate:

1.

Pura syotteend saatu suuri ongelman
tapaus S aidosti pienempiin saman

ongelman erillisiin tapauksiin Sq,...,Sn.-

. Ratkaise jokainen pienempi osa S;

rekursiivisesti erikseen, jotta saat
jokaiselle osaratkaisun R;.

Kun S; on tarpeeksi pieni, R; selviddkin
suoraan ilman rekursiota.

. Yhdistd lopuksi nama saadut

osaratkaisut R1,..., Rm yhdeksi
kokonaisratkaisuksi R alkuperdiselle S.

e Aikaisempia esimerkkeja:

pikajdrjestdminen kalvoilta 3.2

potenssiinkorotus kalvoilta 4.8.

tehtdva 2.3-5; 6, luku 4.3] vastaa nopeasti
seuraavaan kysymykseen:

"Tdssa on jarjestetty taulukko A, eli
aina Ali] < A[i 4 1], ja etsittava
alkio b. Esiintyyko alkio b
taulukossa A7?”

e Jaetaan taulukko A

— sisdalueeseen Sq = Alp...r] jossa b voi
olla (eli jota on kasiteltava edelleen)

— alueen S ulkopuoliseen alueeseen S»
jossa b ei voi olla (eli jota ei tarvitse enda
kasitelld).

e T dssd ongelmassa vastaus saadaan suoraan
alueelta S7 ilman yhdistamista.

Binadrihaku onkin puolita ja hallitse
(Decrease-by-half) -algoritmi [6, luku 5.5].
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1.1 Binddrihaku 10.1.1

e Koko ongelmassa

p = taulukon A ensimmadinen indeksi
r = taulukon A viimeinen indeksi.

e Rajatapauksena S1 on tyhja eli p > r:
vastataan "ei".

e Muuten S; on epdtyhjd eli p < r: valitaan
Jjokin p< g <.

function BinarySearch(p,r):boolean is

if p>r then
return false
else
q = V";TJ;
if Alq] =0b then
return true
else if A[g] < b then
return BinarySearch(qg+ 1,7)

else

— Jos Algq] = b, niin vastataan "kyll&". return BinarySearch(p,q — 1)
end if

— Jos A[q] < b, niin uusi S; = A[g+1...7]. end if.

— Jos A[gq] > b, niin uusi S = A[p...q—1].

e Kannattaa valita r keskeltd aluetta Si:
uusi S; on varmasti alle puolet vanhasta.

e Saadaan

O(logo(sybtetaulukon A pituus))

askeleessa, eli hyvin nopeasti, toimiva
algoritmi. . .

e jota on hankala saada toimivaksi kiireessa!

Tai iteratiivisesti:

while p <r do
.—— +r|.
q = V’{J.
if Alg] =0b then
return true

else if A[g] < b then

pi=gq+1
else

ri=q-1
end if

end while;
return false
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Pikavalinta 10.1.2

10.1.2 Pikavalinta

e Olkoon syo6tteind
— jarjestamaton taulukko A[l...n]
— jarjestysnumero 1 <i<n
ja pitda Ioytaa taulukon A i. pienin alkio.

e Tapaus 7 = 1 on kaikkein pienimman alkion
etsintd, joka sujuu helposti

O(n)
askeleessa kdymalla A 14pi.

e Ongelmalle saadaan algoritmi kalvojen 3.2
pikajarjestamisestd [1, luku 9.2]:

— Se jakoi aineiston valitsemansa
jakoalkion eri puolille kalvoilla 3.2.1.

— RIiittad jatkaa vain silld puolella, jolla
1. luku sijaitsee, kuten kalvojen 10.1.1
binddrihaussa.
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10.2 Optimointiongelman
hajoittaminen ja hallinta

e Olkoon tehtdvd optimointiongelma:

— jonkin suureen saaminen "oikeaksi”, eli
tavallisesti mahdollisimman

x suureksi (maksimointiteht&dva)
* pieneksi (minimointitehtdva)
sopivin "'sdadoin”

— vastaavien sdatdjen ilmoittaminen.

e Esimerkki:
— Autokorjaamolla on tyoruuhka.
— Jokainen tyd vie oman aikansa.
— Jokaisella asiakkaalla on korjaamon
laskuun vuokra-auto kunnes asiakkaan

oma auto on valmis.

— Missa jdrjestyksessd ruuhkaa kannattaa
ryhtyd purkamaan?
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e Saadaan funktio joka etsii alueen Alp...r]
i. pienimman luvun:

function QuickSelect(p,r,1) is

if p=1r then
return A[p]
else

q := partition(p, r);
ki=q—p+1;
if i =k then
return Alq]
else if : < k£ then
return QuickSelect(p,q—1,%)
else
return QuickSelect(q+ 1,7,7 — k)
end if
end if.

Ensimmdinen kutsu on QuickSelect(1,n,1).
e Toimii oletusarvoisesti O(n) askeleessa. . .

e mutta toistuvat kehnot partitioinnit voivat
johtaa O(n?) askeleeseen, tosin harvoin.

e Mutkikkaampi partitiointi antaa varmasti
O(n) askeleen algoritmin [1, luku 9.3].
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e Yleistetddan kalvojen 10.1 hajoita ja hallitse
-periaate tdllaisiin ongelmiin.

e Keskitytddn kustannusten minimointiin.

e On erilaisia tapoja purkaa S osaongelmiin:

1. tapa
_ 1 1
antaa osaongelmat Si,..., Sm1
— joille saadaan osaratkaisut Ri,..., R},

— joiden yhdistdminen ratkaisuksi R!
maksaa kustannuksen c;y.

2. tapa
— antaa osaongelmat 5%,...,5%,
— joille saadaan osaratkaisut R%,..., k2,

— joiden yhdistdminen ratkaisuksi R2
maksaa kustannuksen cp.

3. tapa...
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Optimointiongelman hajoittaminen ja hallinta 10.2

e Oletetaan lisaksi

optimaaliset alirakenteet: Jokainen
osaratkaisu R§ on vuorostaan vastaavan
osaongelman S! optimaalinen ratkaisu.

— Jonkin S! ratkaiseminen huonosti ei saa
parantaa etsittyd kokonaisratkaisua.

— "Jokainen Sf pitdd voida ratkaista tdlla
samalla minimointialiohjelmalla.”

itsendiset osaongelmat: Osaongelmat
voidaan ratkaista toisistaan riippumatta.

— Yhden osaratkaisun Rﬁ valinta yhdelle
osaongelmalle Sf ei estd minkaan
toisen osaratkaisun Rg- valintaa toiselle
osaongelmalle Sj..

— "Minimointialiohjelman kutsut pitaa
voida suorittaa missd jarjestyksessa

tahansa.”
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e Jos tehtdvadstd I6ytyy myds

pddllekkdiset osaongelmat: Kun koko
ongelmaa ratkotaan, niin sama
0Saosaosa. . . osaongelma tulee vastaan
monta kertaa.

— Tehtdvdssa on

vdhdn erilaisia osaongelmia

paljon erilaisia tapoja pddtyad niihin.
— "Minimointialiohjelma kutsuu itsedan

monta kertaa samalla parametrin S

arvolla.”

niin silloin minimoijaa voi tehostaa
taulukoimalla valituloksia kalvojen 6 tapaan.

e Aletaan luoda taulukkoa laskettu[S] =

tyhjd jos osaongelmaa S ei vield ole
ratkaistu

saatu ratkaisu jos kutsu minimoi(S) on jo
tehty

ja katsotaan aina ensin tasta taulukosta.
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e NJilla oletuksilla voidaan kirjoittaa
minimointialiohjelma:

function minimoi(S: ongelma): hinta
if S on helppo then
return sen suoran ratkaisun kustannus
else
for jokaiselle tavalle i do
Jaa S osaongelmiin S%,...,5¢,
tavalla ;
for j := 1 to m; do
Laske osaongelman S;'-
osaratkaisun R;. Kustannus
dj 1= minimoi(S;-)
end for;
Laske tavan ¢ kustannus
di = Ci+d1+"'+dmi
(%)

end for;
return pienin ndin lasketuista
kustannuksista d;

end if.

e Minimoitava kustannuslauseke (x) voi olla
osahintojen d;‘. mutkikkaampikin funktio.
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function minimoi’(S: ongelma): hinta
if paikka laskettu[S] on vield tyhjd then
if S on helppo then
e 1= sen suoran ratkaisun kustannus
else
for jokaiselle tavalle ¢ do
for j := 1 to m; do
dj 1= minimoi’(s;i)
end for;
di i=ci+di+ -+ dm,
end for;
e 1= pienin ndin lasketuista
kustannuksista d;
end if;
Tadytd paikka laskettu[S] := e
end if;
return paikan laskettu[S] sisalto.

e Tama on dynaamisen ohjelmoinnin
(Dynamic Programming) ydinajatus.

[1, luku 15; 6, luku 8]
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Optimointiongelman hajoittaminen ja hallinta

10.2

Matriisitulo 10.2.1

e Tdma "ohjelmointi”

— on perdisin operaatiotutkimuksesta
(Operations Research)

— tarkoittaa jonkin laitteen, prosessin,. ..
sddtimien asettamista siten, ettd sen
tuottama tulos on haluttu.

(Samaa sukua on lineaarinen (linear)
ohjelmointi [1, luku 29; 6, sivut 236—238]

jossa tulos ja sadtimet ovat "suoraviivaisia'.)

Funktio minimoi’ etenee ylhgaitd alas
muistifunktiolla laskettu[S] (top-down
memoization) [1, sivut 347—349; 6,
sivut 297—299].

Klassinen tapa edetd on alhaalta ylos
(bottom up):

— Rekursio tdyttad taulukon laskettu[S]
pienemmistd S suurempiin pdin.

— Siis rekursio voidaan korvata iteraatiolla

osaongelman S koon suhteen.

10.2.1 Matriisitulo

e Jos sydtematriisissa
— A on p rivid ja ¢ saraketta
— B on q rivia ja r saraketta
niin niiden tulo A - B on matriisi, jossa
— on p rivid ja r saraketta

— yhden paikan sisdltd voidaan laskea
q askeleella

— koko sisdltd voidaan siis laskea

p-q-T

askeleella.

e Matrisiitulo on liitdnnainen:
(A-B)-C=A-(B-C)

Saamme siis valita itse kumman
matriisituloista haluamme laskea ensin.
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Matriisitulo 10.2.1

e Laskujdrjestyksen valinta vaikuttaa
askelmadadrdan:

e Ongelma osittuu pienempiin tapauksiin
valitsemalla viimeiseksi laskettava
matriisitulo, eli jakokohta 1 <k <n —1 jolla

matriisi | ri|sa askel_get lasketaan
A 1]2 0 (syote)
o 314 0 alkupuoli loppupuoli
A-B 13| 040+4+1-2-3=6 rikseen
B-C |2|4|04+0+2.-3.4=24 erikseen.
(A-B)-C|1/4]64+0+1-3-4=18 Askelmasrs =alkupuolen askelmasra
A (B-C)|1|4|0+24+1-2-4=32
“+loppupuolen askelmaddra
“+viimeisen tulon askelmaara
e Miten valitset edullisimman o
laskujdrjestyksen? missa
viimeinen =Mj:n rivi-

e SyOtteend saadaan pitkd matriisitulo
Mq-Mp-Msz-...- My
jossa

— jokaisen matriisin M; rivi- ja
sarakelukumadarat tunnetaan

— aina edellisen M; sarakelukumddrd =
seuraavan M,y rivilukumadard.

Mj,:n sarake- eli My q:n rivi-
-Mp:n sarakelukumaard.

Askelmaddran kaavasta nahddan:

Alkupuoli kannattaa ratkaista edullisimmalla
mahdollisella tavalla.

Samoin loppupuoli.

Siis ne ovat optimaaliset alirakenteet.
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Matriisitulo 10.2.1

e Alkupuoli ja loppupuoli voidaan ratkaista
toisistaan riippumatta:

Alkupuolelle valittu edullisin ratkaisu ei esta
valitsemasta loppupuolelle edullisinta
ratkaisua.

Siis ndma osaongelmat ovat itsendisis.

e Kun ratkaistaan alkupuolta, niin kokeillaan

alijakoja
(My) - (Mp- Mz - ...  My)
(My-Mz) - (M3-Mgy- ...  My)

(My - Mz - Mgz) - (Mg-Ms- ... M)

(My-Mp-...- My_1) - (My)

joiden alkupuolia kokeillaan myds koko
ongelmassa.

Siis ndma osaongelmat ovat

pddllekkdisid.
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10.2.2 Floydin algoritmi

Itse asiassa kehitimme Floydin algoritmin
kalvoilla 9.1.2 dynaamisella ohjelmoinnilla:

Erilaiset purkutavat: Eri vaihtoehdot
korkeimmalla sisdasolmulle 1 <k <n
lyhyimmalla polulla (2).

Optimaaliset alirakenteet: Myos alku- ja
loppuosat ovat lyhyimpid polkuja.

Muutenhan polkua (2) voisi lyhentda.

Itsendiset osaongelmat: Kun valitaan lyhyinta
loppuosaa, niin ei tarvitse tietdad, millainen
lyhyin alkuosa valittiin.

P3dllekkdiset osaongelmat:
W (i, 4, k + 2) = min(W (i, j, k + 1),
Wi,k +2,k+ 1)+
W(k+ 2,4,k + 1))
W (i, j, k4 1) = min(W (i, j. k),

Wk TR
W&+ 1,5,k))
WGk~ 2,k+ 1) = min(W(3, k + 2,k),

Wkt 10]r
Wk + 1,k k)
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e Taulukoidaan pddllekkdiset ratkaisut:
L[i][j] = pienin askelmddrd tulolle

eli "j matriisituloa matriisista M, alkaen".

e Alustus: L[i][0] = 0 jokaisella 1 < i < n.

e Suuremmilla indekseilld j =1,2,3,...,n— 1:
L[3][j] = pienin askelma&dristd

L[i][k]
+L[i+k+1][j — k- 1]
—+M;:n rivi-

- Mp:n sarake-

- Mj:n sarakelukumaddra

missd vaihtoehdot ovat 0 < k < j — 1.

e Lopputulos on L[1][n — 1].

e Jos halutaan myos itse laskujdrjestys, niin
liitetddn kuhunkin L[i][j] sen minimoinut k.
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o Kysymyksiin "mika on lyhyin polku
solmusta ¢ solmuun ;57" vastattiin

— tulostamalla perustelu sille, miten sen
pituus W:][j] saatiin laskettua

— kdyttamalla apuna
lisdtietomatriisia K[:][;].

e Sama idea pdtee kaikessa dynaamisessa
ohjelmoinnissa:

— Optimiarvoa vastaava toimintatapa
saadaan jaljittamalla taaksepdin, miten
optimiarvo saatiin eri tapoja valitsemalla.

— Jdljittamista varten voidaan tarvita
aputietorakenteita.

Tdssa lisatietomatriisia K [i][j].
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10.2.3 Editointietdisyys

[1, ongelma 15-3; 8, luvut 11.2—-11.4]

e Kahden merkkijonon

S = p1p2p3---Pm
t=q19293..-qn

vdlinen editointietsdisyys (edit distance) on
pienin mdara muokkausaskeleita, joilla
merkkijono s saadaan muokattua
merkkijonoksi t.

e Muokkausaskeleet ovat yhden merkin

vaihto toiseksi

shot — spot

lisdys

ago — agog

poisto

hour — our.

e Editointietdisyydelld mitataan esimerkiksi
DNA-sekvenssien samankaltaisuutta.
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e Entd matriisin sisdpaikat D[: + 1][j + 1]7

e Kun muokkauskohta on merkin p; 1 padlla,
niin

se voidaan sdilyttdd samana mutta vain
jos p;j41 = gj41- Silloin koko hinta on
D[i][j] muokkausaskelta.

se voidaan korvata merkilld g;4 1. Silloin
koko hinta onkin
DI[i][j] + 1 muokkausaskelta.

se voidaan poistaa. Silloin koko hinta on
DIi][j + 1] + 1 muokkausaskelta.

sen perddn voidaan lisdtd merkki g; 1.
Silloin koko hinta on
D[i 4+ 1][j] + 1 muokkausaskelta.

Nama ovat erilaiset purkutavat.
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e Havainto:

— Muokkauskohtaa voidaan kuljettaa
jonossa s koko ajan eteenpdin
vasemmalta oikealle.

— Muokkauskohdan peruuttaminen taakse
pdin ei johda etenemistd parempaan
ratkaisuun.

e Havainto takaa
optimaaliset alirakenteet

itsendiset osaongelmat.

e Lasketaan siis matriisi D[:][j] = alkuosien

§ = P1pP2P3---DP;
1=1q19293-..4;
valinen editointietdisyys.

e Reunaehdot tyhjille alkuosille:

D[0][j] =j lisdysta
D[i][0] =+ poistoa.
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e Valitaan pienin:
D[i 4+ 1][j + 1] = min(D[i][5] + e,

D[l + 1]+ 1,
Dli+1][j]1+ 1)

missa
o — 0 JOS Pit1 = dit1
1 muuten.
e Tarvitaan vield matriisin D tayttdsuunta:

— Paikkaan D[i + 1][j + 1] tarvitaan

1. DJi][j] = edellisen rivin ¢ edellinen
sarake j

2. D[i][j + 1] = edellisen rivin i sama
sarake j 41

3. D[i+ 1][j] = saman rivin i+ 1 edellinen
sarake j.

— Tadytetaan siis
* rivi kerrallaan

* rivin sisdlld vasemmalta oikealle.
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e Minimivastaus ilmestyy viimeiseen
taulukkopaikkaan D[m][n].

e Minimivastauksen saavuttavien
muokkausoperaatioiden jono voidaan
tulostaa

— tdstd viimeisestd
taulukkopaikasta D[m][n] ldhtien

— rekursiokutsulla muokkaus(m,n)

— joka jaljittad taaksepdin paikoissa D{i][j]
olevien osavastausten (jonkin)
syntyhistorian

— ndiden osavastausten perusteella

— ilman erillista aputietorakennetta.

e Jos halutaan erillinen aputietorakenne, niin
sellainen on C[i][j] = "saatiinko
paikan D[i][j] arvo tdyttosuunnasta 1, 2
vai 37"

Nadiden suuntien avulla voitaisiin tehda sama
rekursio. [8, taulukot sivulla 249]
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procedure muokkaus(i, j: indeksi)
if i =0 then
if 7 > 0 then
muokkaus(i,j — 1);
Tulosta "lisaa merkki g;"

end if
else if j = 0 then
if i > 0 then

muokkaus(i — 1,5);
Tulosta "poista merkki p;"”
end if
else if D[i][j] = D[ — 1][j — 1] then
muokkaus(iz — 1,5 — 1);
Tulosta "sdilytda merkki p;"”
else if D[i][j] = D[i — 1][j — 1] + 1 then
muokkaus(i — 1,5 — 1);
Tulosta "korvaa p; merkilld g;"
else if D[i][j] = D[: — 1][j] then
muokkaus(i — 1,3);
Tulosta "poista merkki p;"”
else
muokkaus(z,j — 1);
Tulosta "lisaa merkki g;"

end if.
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10.2.4 Pisin nouseva alijono

Joskus dynaamisessa ohjelmoinnissa onkin
laskettava jokaiselle osaongelmalle kokoelma eri
tavoin hyvid osaratkaisuja koska etukdteen ei
vield tiedetd mitd niista tarvitaan mydhemmin
parhaaseen kokonaisratkaisuun.

Tarkastellaan esimerkkind pisimman aidosti
nousevan alijonon (longest monotonically
increasing subsequence) [1, tehtdvdt 15.4-5&6]
ongelmaa:

Annetaan lukujono

pP1,P2,P3;---,Pn-:

Kysytddn mahdollisimman pitkda indeksijonoa
1<ii<in<izg<---<tm<n

jolla aina

Pi;_1 < Dij-
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Idea: Lasketaan jokaiselle alkuosalle

pP1,P2,P35---,Pk
sen pisin indeksijono

= ik17ik2’ik37 e vik[

Ongelma: Seuraavan alkuosan k + 1 paras
indeksijono ei ehkd olekaan edellisen
alkuosan pisimman jonon 7 jatke.

Seuraava luku voi ndet olla lilan pieni
jatkamaan jonoa Z, eli Piy, > Pr41-

Mutta silti tarpeeksi suuri jatkamaan
toiseksi pisintd indeksijonoa
/ ./ VA ./
I = Zk/17zk/2’zké7”.7zk2,1’
eli Py, < Pk+1-
kp_1

Silloin jono 7/, (k 4+ 1) on parempi kuin Z:
e Molempien pituus on sama /.

e Jonoa 7', (k + 1) voi jatkaa ainakin
samoilla vaihtoehdoilla kuin jonoa Z —
ehkd jopa paremmillakin!
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Pisin nouseva alijono 10.2.4

Alustus: m; =1 ja I1[m1] = 1.

Eteneminen: Olkoot my ja I lasketut.
Onko olemassa ¢ jolla
Pre—1] < Pk+1 < P[0 (11)
rajatapauksina

Prfo] = —°°
PLilmy+1) = 007
Jos on niin
Mp41 = Jjos £ = my + 1 niin £ muuten my,
Ik—l—l = [;. paitsi etta Ik_|_1[€] =k 1

Jos ei niin
M1 = My
Ik—l—l - Ik'

Muistia kuluu O(n) — taulukko Ij4, voidaan
tehdd pdivittamalld taulukkoa Ij,.

Askeleita kuluu silloin O(n - my).
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Pisin nouseva alijono 10.2.4

Ratkaisu: Jotta saataisiin haluttu paras
pisin indeksijono niin tarvitaan paras
toiseksi pisin jono johon tarvitaan paras
kolmanneksi pisin. . .

joten lasketaan ne kaikki.

Siis: Lasketaan jokaiselle alkuosalle
e m; = pisin indeksijonon pituus

e taulukko I;[1...my] jossa

— I.[¢] = indeksi johon p&éattyy jokin
pituutta ¢ oleva indeksijono, ja

— mikddn muu saman pituinen
indeksijono ei voi pddttyd aidosti
pienempddn arvoon kuin py, y)-

Silloin koko tehtdvan vastaus on my,.
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Pisin nouseva alijono 10.2.4

Lisdhavainto: Pdivitysendon (11) nojalla

Pr (1] < Pr[2] < PR3] < < Pr[my)

joten pdivityskohtaa ¢ voidaan etsia
kalvojen 10.1.1 bindarihaulla.

Askeleita kuluu endd O(n -10gs mp).

Itse indeksijonot voidaan jdljittda liittamalld
jokaiseen Pr+1 lisdkentta:

link(pg+1) = taulukkoalkion I[¢ — 1] arvo
silld hetkelld kun indeksi k£ 4 1 vietiin
taulukkoalkioonsa I[¢] (jos sellaista on).
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Pisin ei-laskeva alijono 10.2.5

10.2.5 Pisin ei-laskeva alijono

e Entd jos kalvojen 10.2.4 tehtdvdssa
kysytddnkin sellaista indeksijonoa

1<i1<in<izg< - <tm<n
jolla aina
Pij 4 < Dij

eli joka ei laske?

e Muistetaan kunkin sydteluvun
jarjestysnumero

<pla 1> ) <p2a 2> ) <p3a 3> P <p7‘b7n>
ja madritelldan ndille pareille
jarjestys (p,i) < (q,j) seuraavasti:

— joko p < q

— tai p = ¢ mutta 7 < j.

e Siis mydbhemmin tuleva alkio tulkitaan
suuremmaksi kuin edelliset samankokoiset

pienemmdksi kuin sitd suuremmat alkiot.
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Ahneista algoritmeista 10.3

10.3 Ahneista algoritmeista

e Joskus kdy seuraavasti:

1. Lahdetdaadn ratkaisemaan kisatehtavaa
dynaamisella ohjelmoinnilla.

2. Huomataan, ettd jokin tietty tapa g
purkaa S on aina paras.

e Silloin voidaankin
— valita aina automaattisesti g
— jattdaa muut tavat kokonaan laskematta

ja saadaan tehokkaampi algoritmi.

e Tdllaisia algoritmit ovat ahneita (greedy):

— ne valitsevat aina vaihtoehdon g edes
harkitsematta muita

— koska vaihtoehto g nayttda niin
houkuttelevalta. . .

[1, luku 16; 6, luku 9]
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Esimerkki: Isompi parempi? 10.2.6

10.2.6 Esimerkki: Isompi parempi?

e Tehtdvdssd [8, Problem 11.6.1]
annetaan elefanttien mittoja, jokaisesta
paino ja
dlykkyysosamdidrd (AO)

satunnaisessa jdrjestyksessa

pyvdetddn sellainen mahdollisimman pitka
lista elefantteja, jossa

paino kasvaa

AO vihenee

aidosti.

e Ratkeaa yhdistamalla

1. syOtteen esilajittelu kalvoilta 3.3
saannolld "kevyempi ensin,
samanpainoisista viisaampi"

2. kalvojen 10.2.4 algoritmiin laskevan
AO:n suhteen.
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Ahneista algoritmeista 10.3

o Esimerkiksi Dijkstran algoritmi
(kalvoilta 9.1.1) on ahne, koska se

— kasvattaa joka silmukkakierroksella
m-puuta silld solmulla u, jonka
kenttd matka[u] on pienin, eli
houkuttelevin

— ei tutki muita tapoja kasvattaa w-puuta

— luottaa siihen, ettad

* paikallisesti parhaan valinnan
tekeminen

* johtaa lopulta kokonaisuutena
parhaaseen mahdolliseen tulokseen.

e Ahneen algoritmin kehittdminen "nollasta”
on kisatilanteessa vaarallista:

— Oletko varma, ettd ahneesti saa saman
tuloksen kuin systemaattisesti kaikki
vaihtoehdot tutkivalla dynaamisella
ohjelmoinnilla?

— On mutkikkaampaa analysoida
kisatehtdava ahneuteen asti kuin
dynaamiseen ohjelmointiin.
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Jatkuva repunpakkausongelma 10.3.1

10.3.1 Jatkuva repunpakkausongelma

Tarkastellaan seuraavaa repunpakkausongelmaa

(knapsack) [1, sivut 382—383; 6,
sivut 392—-395]:

e Olet murtautunut kangaskauppaan.

e Reppuusi mahtuu korkeintaan W m
kangasta.

e Tarjolla on kangaspakat i =1,2,3,...,n
joilla

— pakassa i on w; >0 m

— kankaasta ¢ saa luukuttajalta v; > 0 €/m.

Pakoista voi leikata kangasta saksilla
haluamansa maddrdn.

e Miten maksimoit reppusi arvon?
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Diskreetti repunpakkausongelma 10.3.2

10.3.2 Diskreetti repunpakkausongelma

Repunpakkausongelman yleinen tapaus [1,
sivut 382—383; 6, luku 8.4] on kuitenkin
diskreetti:

e Oletkin murtovarkaissa
elektroniikkaliikkeessa.

e Reppusi kestdd korkeintaan W kg saalista.

e Tarjolla on laitteet : =1,2,3,...,n joilla
— laite ¢ painaa w; > 0 kg
— laitteesta i saa luukuttajalta v; > 0 €.
Kukin laite tdytyy joko ottaa tai jdttad

kokonaan, niitd ei saa purkaa osiin.

e Miten nyt maksimoit reppusi arvon?
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Jatkuva repunpakkausongelma 10.3.1

e Tietenkin ahneesti:

1. Ala tayttaa reppuasi metrihinnaltaan
kalleimmalla kankaalla.

2. Jos se loppuu, ja repussa on vield tilaa,
niin jatka seuraavaksi kalleimmalla
kankaalla.

3. Ja niin edelleen, kunnes reppusi on tadysi
(tai kauppa tyhjd).

e Riittda siis lajitella pakat metrihinnan

mukaan
O(n -logon)
askeleessa

(vaikkapa kalvojen 3.2 pikajarjestamiselld).
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Diskreetti repunpakkausongelma 10.3.2

e Repunpakkausongelma on NP-tdydellinen

[4, ongelma MP9]:
Aidosti polynomista (= tehokasta)
algoritmia ei siis kannata etsid.

Kalvojen 10.3.1 jatkuva versio pysyi
polynomisena:

Repun sai aina tdyteen mahdollisimman
kalliita kankaita.

Tama diskreetti versio on vaikeampi:

Kannattaako ottaa
vajaampi reppu kalliimpia
tdydempi reppu halvempia

laitteita?

Eri pakkausvaihtoehtoja on 2™ kpl.

Keskenerdisestd pakkausvaihtoehdosta on
vaikea sanoa etukdteen, saako siitd hyvan
vai huonon lopputuloksen.
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Diskreetti repunpakkausongelma 10.3.2

e Kalvoilla 7.2 samaa ongelmaa ratkottiin
rajoittavalla etsinndlla.

— Sielld kdytetty keskenerdisen vaihtoehdon
arvio muistuttaakin kalvojen 10.3.1
jatkuvaa tapausta:

* Lasketaan ikdan kuin kallein jaljella
oleva tavara olisikin kangasta, ja sita
olisi riittavasti.

*+ Esimerkki heuristisen mitan
johtamisesta alkuperdisen tehtdvan
rajoituksia lieventamdlla.

— Etsintd onkin usein hyva tapa ratkaista
vaikea ongelma:

* Vastaus saattaa l10ytyd nopeastikin, jos
olemme onnekkaital!

* Hyvd heuristinen mitta kasvattaa
mahdollisuuksiamme.

e Toinen mahdollisuus olisi yrittda kdyda lapi
kaikki vaihtoehdot systemaattisesti mutta
tehokkaasti.

Yritetddn seuraavaksi sitd.
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e Voisimme taulukoida hinta[:,u] mutta

— painot pitdisi ensin skaalata
kokonaisluvuiksi

— naapureissa aina
hinta[i,u — 1] < hinta[, u]
ja usei(mmite)n

hinta[i, v — 1] = hinta[s, u]

joten kannattaa muistaa vain
muutoskohdat u joissa

hinta[:,u — 1] < hinta[s, u].

e Aputietorakenteiksi riittda siis

D; = {(p1,91) ,(P2,92) , (P3,493) »- - -, (Pm, qm) }

missa

— pari <pj,qj> tarkoittaa "painolla p; kg
saadaan hinta ¢; €”

— on jdrjestys p; < pj+1 < W Jag < qj+1-
— karsitaan huonoja vaihtoehtoja.
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Diskreetti repunpakkausongelma 10.3.2

e Edetddn kalvojen 10 dynaamisella
ohjelmoinnilla — vdltetdan samanlaisten
vaihtoehtojen toistuva kdsittely.

e Johdetaan palautuskaava

hinta(i,u) = paras hinta joka voidaan
saada kun valitaan laitteis-
ta 1,2,3,...,7 korkeintaan
u Kg painoinen yhdistelma

parametrin ¢ suhteen:
— hinta(0,u) = 0 — ei ole mist& valita.

— Jos i > 0 niin laitteen 7 voit

ottaa reppuun, mutta vain jos se
mahtuu eli w; > u, ja silloin luukuttajan
tarjous on hinta(i — 1,u — w;) 4 v;

jattdd pois, jolloin tarjous
onkin hinta(z — 1, u).

Valitse niistd korkeampi vaihtoehto.

e Silloin paras saalis on hinta(n, W).
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e Aputietorakenteeksi riittda jarjestetty lista.

Lista D sisdltakdéon aluksi vain
parin (0, 0);
for all laitteet 1 << n do
Tee listasta D muokattu kopio D’ jossa

— on mukana parit <pj + w;, g; +vi>

- mutta ei hantaa jossa p; +w; > W

— jarjestys sdilyy;

Lomita listat D ja D’ siten etts
verrattaessa pareja (p,q) € D
ja (p,q) € D"

—  Jos p < p' niin vieddadn listan D pari
tuloslistan loppuun.

—  Jos p > p’ niin viedddnkin listan D’
pari.

—  Jos p =y niin viedddnkin
pari (p,max(q,q’)).

- Edetdin listoissa D ja D’ ohi niiden
parien joiden hintakenttd on
korkeintaan yhtd suuri kuin
tuloslistaan viedyssd parissa.

Lomituksen tulos olkoon seuraava D
end for;
return (epdtyhjan) listan D viimeisen
parin hintakentta.
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Ruudukoista

11 Ruudukoista

[8, luku 12]

e Usein kisatehtdvissd kdsitellddan ruudukkoja
(grid), jolla on sdannollisend toistuva
rakenne.

e Ruudukko voi koostua esimerkiksi
nelidistd kuten shakkilauta
kuusikulmioista kuten hunajakenno
kolmioista kuten kalvoilla 11.3...

e Tehtdvdssa voidaan olla kiinnostuneita
ruutujen
sisdalueista kuten pelilaudoilla

reunaviivoista ja risteyksistd kuten
kaupungissa, jossa on ruutukaava.

Ruudukoista 11
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Esimerkki: Vankilapako 11.1

e Usein kisatehtdvan voi mallintaa verkkona G
jonka solmut ja kaaret antaa ruudukko:

pelilaudalla verkon

solmuina ovat ruudut joissa nappula voi
olla

kaarina ovat mahdolliset siirrot ruudusta
toiseen.

ruutukaavassa verkon

solmuina ovat katujen risteykset

kaarina kadut.

e Silloin verkon G voi toteuttaa helpommin

— sijoittamalla solmut taulukkoon, jonka
indeksointitapa noudattaa ristikon
rakennetta

— korvaamalla kaaret niitd vastaavilla
indeksien laskutoimituksilla.

11.1 Esimerkki: Vankilapako

e Tarkastellaan seuraavaa
vankilapako-ongelmaa:

— Syotteend saadaan vankilan pohjapiirros
matriisina B[0...2-m][0...2-m].

— Jokainen paikka B[i][j] on joko tyhjda

e Sind o olet aluksi vankilan keskipaikassa
B[m][m] (joka on kdytdvaa).

e Tavoitteenasi on pddstd vankilasta sen
jonkin reunan yli vapauteen.
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Esimerkki: Vankilapako 11.1
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e Vankilassa voi lilkkua seuraavasti:

— Nykyisestd paikasta voi siirtyd mihin
tahansa naapuripaikkaan, ei kulmittain.

— Kaytavilla voi hiiviskelld, mutta niilla ei
kannata maleksia turhaan.

— Muuriin taytyy ensin kaivautua ennen
kuin siihen voi kulkea.

e Hyvd pakosuunnitelma on sellainen, jossa on
mahdollisimman vadhan

1. kaivamista
2. kaytavilla hiiviskelya

tdssd jdrjestyksessd.

Siis pakosuunnitelma A on aidosti parempi
kuin B jos

1. joko A sisdltda vahemman kaivamista
kuin B

2. tai ne sisdltavat yhta paljon kaivamista,
mutta A sisdltdd vahemman kaytavilla
hiiviskelya kuin B.
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Esimerkki: Vankilapako 11.1 Esimerkki: Vankilapako 11.1

e Mallinnetaan paon suunnittelu lyhyimpana
polkuna verkossa G-

— V(@) = vankilan paikat sekd lisdpaikka t @
eli "vapaudessa’. TO

. o . L
— p—q € E(G) jos ja vain jos paikka g on 25 L ! 25
—() (O

paikan p naapuripaikka. 1 T 1 o 3 T B
Jokaisen reunapaikan p naapurina on x| |25 1 |1 sl |1 1| |25 25 |25
my0Os lisdpaikka t. »5 L 5 L
. —{ ) () () () [
— Kaaren pituuden w > 0 madadrda 1 —f 25 | 1 25
kohdepaikka g: 25| |25 25| |1 1| |25 2| |1 1 |2
kdytdvdlld w =1 | 25 yl_ 25 ¥ 1 y | 25y
—( ] () (?) () ( —
; . . 1 25 1 1 P 1 1
muurilla w = (2-m + 1)2 eli vankilan
. 25 25 1 25 1 1 25 25 25 1
koko pinta-ala
25 Y —1 1 y—1 1 y—1 25 y—1
s lyhyin polku on kehdtdn (koska —( ) () () () ( —

pituudet w > 0)
1 25 25 1 25 1 1 25 25 25

x Siis yksikin kaivautuminen on
huonompi kuin pisink3an hiiviskely —L) () () () (\)7

25 T 25 T 1 T 25
* Siis samaa kaivettua aukkoa ei kuljeta

kahdesti

reunalla w = 0 kun g = t.
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e (Jokin) mahdollisimman hyva e Pituuksia voi kdsitelld selkedmminkin:

pakosuunnitelma 18ytyy siis
— Kdytetddnkin lukupareja (a,b) missd
— ajamalla Dijkstran algoritmia

. = muuri-
(kalvoilta 9.1.1) *a

— verkossa G * b= kdytdva
paikkojen lukumaddra polulla.
— alkusolmusta s = B[m][m] ldhtien
— Kaaren pituus w on vakiopari
— kunnes kdsittelyvuoroon tulee solmu ¢
kdytdvalld w = (0,1)

— jolloin pakosuunnitelma on polku i
muurilla w = (1,0)

t—m[t] — m[r[t]] « - s
reunalla w = (0, 0).
e Ristikkorakenteen vuoksi verkkoa G ei — (a,b) < {c,d) kun parit ovat
tarvitse muodostaa erillisend sanakirjajarjestyksessd:

tietorakenteena:
a<cor (a=cand b<d)

— Solmun BJ][j] kaaret vievat

o - Kaytetddn tata ehtoa polkujen
solmuihin B[: + 1][j] ja Bl[:][j £ 1].

vertailuun.

— Indeksoinnin ylitys tarkoittaa — Polkujen kasvatukseen kdytetdan

lisdsolmua t. yhteenlaskua

— Kaaren pituus katsotaan kohdesolmusta. (a,b) + {c,d) = {(a+ ¢, b+ d).
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Esimerkki: Numerokiekkopeli 11.2

11.2 Esimerkki: Numerokiekkopeli

e Tehtdvdd [8, Problem 9.6.2] voi mallintaa
ruudukolla seuraavasti:

— Kaytetdan 4-ulotteista
ruudukkoa B[0...9][0...9][0...9][0...9].
Siis kiekkojen asemaa p,q,r, s vastaa
ruutu Blp][qllr][s].

— Ruudulla B[p][gllr][s] on 8 mahdollista
naapuria

Blp + 1][q][r][s]

Blp]lg + 1][r][s]

Blpllgllr £+ 1][s]

Blpllq]lr][s + 1]
vastaten kiekkojen pyoradytyksid myota-
ja vastapdivaan.

— Koska jokainen kiekko on pyored ja
10-paikkainen, niin tama
indeksiaritmetiikka suoritetaan (mod 10)
kalvoilta 5.4, eli

—-1—9

10 — 0.
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11.3 Kolmiot ja kennot

e Joskus pelilaudan ruudut ovatkin
tasasivuisia kolmioita nelididen sijasta,
kuten seuraavassa kuvassa.

[8, kuva 12.1]

e Ndiden ruutujen kulmapisteet voidaan
esittdd kahdella koordinaatilla kuvan
mukaisesti:

Ensin rivinumero r vastaa y-koordinaattia.

Sitten sarakenumero c ilmoittaa sen
xz-koordinaatin, jossa vastaava nouseva
suora leikkaa rivin r = 0.

e Silloin kulmapisteen (r,c¢) 6 naapuria ovat

(r,ex1y,(r+1,¢) ja (r£l,cF1l).
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Esimerkki: Numerokiekkopeli 11.2

o Kielletyt kiekkojen asemat merkitadn
taulukkoon B.

Nama kielletyt naapurit jatetdan pois.

e Sitten ongelma

— on 16ytdd vahdkaarisin polku annetusta
lahtdsolmusta annettuun kohdesolmuun

— ratkeaa kalvojen 8.5 leveyssuuntaisella
Idpikdynnilla

tdssd naapuriverkossa.

(T&améan ratkaisun laati Niko Kiirala
vuoden 2004 olympiavalmennusleirilld.)
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Kolmiot ja kennot 11.3

e Usein kdsitelldan vain niitd kulmapisteitd,
jotka ovat

— yl6s
— oikealle

origosta (0, 0).

e Silloin rivi » > 0 koostuu sarakkeista numero
T T T
=—|=|,—|=|+1,-|=|+2,...
¢ H H + {QJ +

e Siitd saadaan kompakti talletusjarjestys
matriisiin M[0...,0...]:

Kasiteltava kulmapiste (i, j) talletetaan

paikkaan
M i, i+ |=|]-
2
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Kolmiot ja kennot 11.3

e Esimerkiksi strategiapeleissa laudan ruudut
ovatkin kuusikulmioita ("hunajakenno"),
kuten seuraavassa kuvassa.

[8, kuva 12.2]

e Jos naapurikuusikulmioiden keskipisteet
vhdistda viivalla, niin saa saman
kolmiokoordinaatiston kuin ylla.

e Kolmio- ja kuusikulmiokoordinaatistot
ovatkin toistensa duaalit:

ruudun keskipisteet toisessa vastaavat
kulmapisteita toisessa.
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12 Laskennallisesta
geometriasta

[1, luku 33; 8, luku 14]

Laskennallisessa geometriassa (Computational
Geometry) syotteend annetaan jokin

e yleensa xzy-tason eli 2-ulotteinen kuvio
e pisteind eli koordinaattipareina (z, y)
e ndiden pisteiden avulla mddriteltyina
rakenteina:
— vektoreina
— janoina
— suorina

— monikulmioina
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Laskennallisesta geometriasta 12

e Tehtdavanad on tyypillisesti

tunnistaa jokin kuvion ominaisuus

kuten "leikkaavatko kuviossa olevat janat
toisiaan” [1, luku 33.2]

"piirtdd” kuvioon lisdad tulostamalla ne
pisteet, jotka pitda yhdistda viivoilla

kuten "ympyroi kuvion pisteet”
kalvoilta 12.2.
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Ristitulo 12.1

------

(b)

"

P+ P

(a)
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Ristitulo 12.1

12.1 Ristitulo

e Kahden paikkavektorin ristitulo (cross
product) [1, luku 33.1]

r1 T
1, X (xp, = det
(1,91) X (22,92) <y1 y2>
=1 Y2 — T2 Y1
ratkaisee monet pulmat
peruslaskutoimituksilla.

e Kun p1 X pp on

positiivinen niin piste p; nakyy kdadntamadlla
paata oikealle/myotadpaivaan

negatiivinen niin vasemmalle/vastapdaivdan

nolla niin suoraan edessd tai takana eli
samalla suoralla

kun origosta katsotaan kohti pistettd po

[1,kuva 33.1 (b)]
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Ristitulo 12.1

e Onko suunnattu jana pop; myodta- vai
vastapdivddn suunnatusta janasta pgps kun
katsotaan niiden yhteisesta alkupisteesta pg?

Siirretdadn alkupiste origoon!

Eli lasketaan (p1 — pg) X (p2 — po).

e Kadntyvdtko perdkkdiset janat pop1 ja Pip2
oikealle vai vasemmalle niiden yhteisessa
pisteessd p17

Ratkaistaan onko suunnattu jana pgps
myotd- vai vastapdivdan suunnatusta
janasta popy

[1, kuva 33.2]

e Kulkeeko (straddles) jana pips yli sen

suoran s jolla on jana p3pa?

Eli ovatko py ja po suoran s eri puolilla?
(Tai rajatapauksena toinen niistd suoralla.)

Kylld ovat jos suunnatut janat p3pi ja p3ps
ovat eri puolilla suunnattua janaa p3ps

[1, kuvat 33.3 (a) ja (b)].

Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 319



Ristitulo 12.1
2
B
g
o3 =]
2 S X
e
y—
Q,
]
(=¥
-
~
-~ ° e N’
2 § =
’
2
=)
8
(=3
Q
Tietotekniikan kisavalmennusmateriaalia 320
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e | eikkaavatko janat pips ja p3pa?

Kylld jos ainakin toinen seuraavista pdtee:
— Kumpikin leikkaa toisensa suoran.

— Toisen pddtepiste on toisen sisdlla
(rajatapauksena).

[1, kuvat 33.3 (c) ja (d)]

Algoritmissa [1, sivu 937] haaraudutaan eri
tapauksiin.

e Lisdksi |p1 X pp| antaa sen suunnikkaan alan,
jonka kdrkipisteet ovat origo, p1, po

Jjap1+p2
[1, kuva 33.1 (3)]

e Silloin kolmen pisteen vdlisten janojen
muodostaman kolmion ala saadaan

— siirtamalla yksi pisteistd origoon

— laskemalla kahden muun pisteen
suunnikkaan ala

— puolittamalla tulos.

Ristitulo 12.1
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Kupera peite 12.2

12.2 Kupera peite

[1, luku 33.3; 6, luku 3.3]

e Tason pistejoukon @ kupera peite (Convex
Hull) on pienin sellainen monikulmio CH(Q),
joka tdyttda seuraavan ehdon:

Otammepa mitkd tahansa kaksi
pistettd p1,pp> € @, niin niiden vélinen
jana pip> ei astu ulos

monikulmiosta CH(Q).

e Siis aitaamme joukon @ mahdollisimman
tiukasti [6, kuva 3.5].

e Silloin tama aita on ulkopuolelta katsoen
Kupera.

e Ongelmana on tunnistaa joukosta @ taman
aidan kulmapisteet (kiertojarjestyksessa
myotd- tai vastapaivaan).
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Kupera peite 12.2
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Kupera peite 12.2

e Tehokkaampia menetelmia ovat esimerkiksi

Jarvisin marssi (Jarvis' march) eli
"kddrepaperimenetelmd” [1, luku 33.3]
joka vie

o(lQl - [CH(@)D askelta

Pikapeite (quickhull) [6, luku 4.6]

Grahamin pyyhkdisy (Graham's scan) [1,
luku 33.3] jotka vievdt

O(lQ| - 1og2(|Q1)) askelta.  (12)

e Esitelldan Grahamin pyyhkdisy tarkemmin.

1. Etsitddn sellainen alkupiste pg € @, joka on
varmasti yksi kysytyn monikulmion CH(Q)
kulmapisteista.

e Muut pisteet ovat tastd alkupisteestd pg
katsoen samalla puolitasolla, eli
nahtdvissa yhdelld silmadykselld.

e Riittdd pg = alimmista pisteista
vasemmanpuoleisin.
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Kupera peite 12.2

e Tdhdn ongelmaan on raakaan
(laskenta)voimaan (Brute Force) perustuva
algoritmi [6, luku 3.3] joka perustuu
seuraavaan oivallukseen:

Olkoot p1,p2 € Q. Niiden védlinen
jana p1p7 kuuluu monikulmion CH(Q)
reunaan tdasmadlleen silloin kun kaikki
muut jokon @ pisteet ovat janan
samalla puolella (tai rajatapauksessa
janan kautta kulkevalla suoralla).

Tamakin ehto voidaan testata kalvojen 12.1
menetelmilla.

e Saadaan
O(|Q|3) askeleessa
toimiva algoritmi:

Kay ldpi kaikki pisteparit p,p’ € Q ja testaa
jokaiselle kaikki muut pisteet p” € Q.
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Kupera peite 12.2

2. Jdrjestetdadn muut syotepisteet siten, kuin
ne ndkyvat oikealta vasemmalle
alkupisteestd pg katsottaessa.

e Eli CH(Q) Kierretdan vastapadivaan.

o Kdytetddn vertailuoperaatiossa
kalvojen 12.1 havaintoja.

e Aikavaatimus (12) voidaan saavuttaa
nopealla jarjestamisalgoritmilla.

(Suositus: kalvojen 3.2
pikajarjestaminen.)

3. Jos alkupisteestd pg katsottaessa samalle
suoralle sattuu monta eri pistettd, niin

e sdilytetddn niistd vain kaukaisin ja
unohdetaan muut

e koska ne eivdt voi olla
monikulmion CH(Q) kulmapisteita.

Tama on helppoa nyt kun pisteet on
jarjestetty askeleessa 2.
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Kupera peite 12.2

4. Olkoot jdljella olevat pisteet jarjestyksessa

plap2ap37 -y Pm € Q
Kdydddn ne ldpi tdssd jdrjestyksessd.

[1, kuva 33.7].

e Kaytetddn tydopinoa kalvoilta 2.1
kehittyvan CH(Q) tallentamiseen.

e Tyopino alustetaan pisteilla
(a) po pohjalle
(b) p1 keskelle

(c) po pddllimmaiseksi.
(Jos m < 2 niin CH(Q) on surkastunut
janaksi pgpy tai pisteeksi pg.)

5. Seuraava piste p; voidaan viedd pinoon
vasta kun pdtee ehto:

e janojen pp’ ja p/p; pitda kddntyd aidosti
vasemmalle.

e missd p’ on tydpinon ylin ja p” toiseksi

ylin piste.
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Kupera peite 12.2

Pi2e

FPige
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Kupera peite 12.2
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Kupera peite 12.2

e Ehdon 5 tutkimiseen kdytetdan
kalvojen 12.1 havaintoja.

e Tydpinon pddlta poistetaan pisteitd kunnes
ehto 5 saadaan pdtemaan.

e Tydpino ei voi tulla liian tyhjaksi, koska
konstruktion nojalla pgp1 on
monikulmion CH(Q) yksi reuna.

e Kun pistettd p; aletaan kdsitelld, tydpino
sisdltdd tdsmadlleen

monikulmion CH({pg, p1,p2,.-.,Pi—1})
pisteet.

e Ndin ollen

— kun viimeinen piste p;, on lisdatty
tydpinoon

— niin tydpino on tdsmadlleen vastaukseksi
haluttu aita CH(Q)

— vastapdivdadn kierrettyna

— eli myotdpivdan luettavissa.
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12.3 Monikulmion kolmiointi

e Annettu (itseddn leikkaamaton) tason
monikulmio P tdytyy usein kolmioida:

— vetdad uusia viivoja monikulmion P
kdrkipisteiden valille

— siten ettd monikulmion P sisddn jdadva
alue jakautuu kolmioiksi

— ilman uusien karkipisteiden syntymista
alueen sisdlle.

e Esimerkiksi jos tdytyy laskea monikulmion P
pinta-ala.

e Helppoa, jos P on kupera kalvojen 12.2
mielessa:

Piirretddan yhdestd kdrjesta viuhka muihin.

e Hahmotellaan yleiseen tapaukseen
vksinkertainen Van Goghin algoritmi.

[8, luku 14.4.1]
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Monikulmion kolmiointi 12.3

e Korvannipukka v voidaan leikata pois
monikulmiosta P

poistamalla v ja siihen liittyvat reunaviivat

edellinen[v] v ja @ seuraavalv] (13)

lisddmdlld niiden tilalle uusi reunaviiva

edellinen[v] seuraavalv]

ilmoittamalla korva[v] kolmioinnin yhdeksi
kolmioksi.

u = monikulmion P jokin kdrkipiste;
while P on monimutkaisempi kuin kolmio do
repeat
V i= Uy
u 1= seuraavalv]
until v on korvannipukka;
Leikkaa v pois
end while;
Tulosta kolmio P.
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Monikulmion kolmiointi 12.3

e Nopeampiakin algoritmeja tunnetaan.

e Sovitaan monikulmion P reunan

kulkusuunnaksi vastapdivaan.

(Myotapdivaankin voi toki kulkea.)

e Silloin jokaisella karkipisteelld v on

kulkusuunnassa
— edellinen[v]
— seuraavalv]

kdrkipiste.

e Monikulmion P karkipiste v on

korvannipukka, jos kolmio

korva[v] = (edellinen[v], v, seuraavalv])

on kokonaan monikulmion P sisalla.

e Fakta: Jos P on monimutkaisempi kuin

kolmio, niin silld on korvannipukka.

(Jopa vadhintdan kaksi.)
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Monikulmion kolmiointi 12.3

e Korvannipukan tunnistaminen:

— Perdkkdisten janojen (13) pitda olla
kiertymadttd oikealle.

Eli karkipiste v ei saa "painua sisaanpain’
monikulmion P reunalla.

— Monikulmion muiden pisteiden w pitdd
pysytelld aidosti kolmion korva[v]
ulkopuolella.

Eli mikddn piste w ei saa olla yhtad aikaa
kaikkien viivojen (13) ja

seuraavalv] edellinen[v]

vasemmalla puolella (eikd viivoilla).

— Kaikki nama testit voidaan tehda
kalvojen 12.1 keinoin.
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12.4

Pyyhkdisymenetelmad 12.4 Pyyhkdisymenetelma
12.4 Pyyhkdisymenetelmd \ .
\
\‘- |I |II
o Pyyhkdaisylld (sweep) [1, luku 33.2] voi \\ € =
\ [
A\

kehittdd geometrisia algoritmeja

e Ideana on suora joka pyyhkdisee yli kuvion

[1, kuva 33.5].

e Pyyhkdisyn aikana pidetddn ylla tietoa
pyyhkdisyviivan tilasta (sweep-line status)
Se osa kuviosta, jonka ldpi pyyhkdiseva
suora tdlla hetkella kulkee.

tapahtumien aikataulusta (event-point

schedule)
Se jdrjestys, jossa pyyhkadisyviiva kohtaa

sellaiset kuvion pisteet, joissa tapahtuu
jotakin "mielenkiintoista.

e Menetelmd etenee aikataulun mukaan ja
pdivittad tilaa joka tapahtuman kohdalla.

time

d
b

(
1 b
a
(
b

v d
d

e 3-ulotteisissa ongelmissa kdytetddn |

pyyhkdisy tasoa. T
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Esimerkki: Legokaukalo

12.4.1 Esimerkki: Legokaukalo

e Annetaan M x N x 1 yksikdn kokoinen
pohjalevy.

e Levyn jokaiseen ruutuun
1<i<M,1<j5< N on pinottu torniksi

korkeusl[:][j] kappaletta 1 x 1 x 1 yksikon
kokoisia kuutioita.

Siis kootaan Lego-palikoista "linna”
alustalle.

e Kuutioiden vdliset saumat ovat vesitiiviita

e Kun rakennelma

1. upotetaan kokonaan veteen pohjalevy

edella
2. nostetaan samassa asennossa ylos
vedestad
niin montako yksikkda vetta jaa
rakennelman sisaan?

338
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e Seurataan, miten kuiva alue kutistuu sita
mukaa kun rakennelma uppoaa syvemmalle:

Pyyhkdisytasona toimii vedenpinta
rakennelmaa upotettaessa veteen.

Tason tilana toimii se muuri W, joka
erottaa madrdn ulko-osan ja kuivan

sisdosan.
Eli ne tornit 7,5 joiden jollakin sivulla on

jo mdrkdd mutta yldpinta on yha kuiva.

Aikatauluna toimivat ne upotussyvyydet,

joilla muuri W muuttuu.
Eli kun vettd pddsee vuotamaan sisdaan

muurin YW alimmasta aukosta.

Eli muurissa W olevat tornit ¢, j
kasvavassa jarjestyksessd niiden

korkeuden suhteen.

339
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Esimerkki: Legokaukalo 12.4.1

e Lasketaan luvut d[i][j] = se (pohjalevyn
ylareunasta mitattu) upotussyvyys, jonka
jdlkeen torni i, on veden alla.

e Kun rakennelmaa nostetaan takaisin
vedestd, ruudusta 4,5 valuu vetta pois,
kunnes upotussyvyys on jalleen d[:][j]:

Matalin reitti veden virrata ruutuun 4,5 on
kdadantden matalin reitti sen virrata pois.

e Ruutuun 4,5 jaa siis
tilavuus[i][7] = d[¢][5] — korkeus[:][j]
yksikkdd vettd.

Kysytty tulos on siis ndiden lukujen summa

> tilavuus[i] [4].
1<i<M
1<j<N

e Otetaan siis seuraava muurin W aukko i, j
ja kastellaan kaikki ne kuivat ruudut p, q
joihin tdsta aukosta virtaa vettad.
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Esimerkki: Legokaukalo 12.4.1

e Tdssd tehtdvdssa jatkoaikataulu selvida
vasta pyyhkdisyn aikana.

e Muuri W voidaan toteuttaa kalvojen 2.3
kekona.

e Jokaiseen ruutuun liitetdan vield kenttd,
joka kertoo, kuuluuko se muuriin W.

e Aliohjelma kastele(i,j) tekee oleellisesti
kalvojen 8.4 syvyyssuuntaisen ldapikdynnin
ruudun 4,7 naapurustossa.

Lapikdynti jatkuu ldht6tornia i, j
korkeampiin torneihin saakka.

e Algoritmi vie silloin

O(I - logo (1)) askelta

missa I = M - N on sybtteen koko.
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Esimerkki: Legokaukalo 12.4.1

Aluksi vedenpinta ulottuu pohjalevyyn mutta
ei kuutioihin. Silloin jokainen
upotussyvyys d[i][j] on madrittelemdton ja
muuri W koostuu kaikista reunaruuduista;
while W # () do
Poista muurista W sellainen ruutu i, j
jonka korkeus[i][j] on pienin;
kastele(i, 5)
end while;

return Y1 ;a7 d[i][j] — korkeus[i][5].
1<j<N

procedure kastele(p, q: indeksi) is

if d[p][g] on m&drittelemdton then

if korkeus[p][q] > korkeus[i][j] then
Lisda ruutu p,q muuriin W (ellei se ole
jo sielld)

else
dlpllg] := korkeus[:][;];
for all ruudun p,q naapuri r,s do

kastele(r, s)

end for
end if
end if.
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12.4.2 Leikkaavatko janat?

e Leikkaavien janojen ongelmassa [1,
luku 33.2] annetaan sy&tteend n janaa

P1491,P292,pP343,---,Pndn
(eli 2n alku- ja loppupistettd p; ja g;, el
4n koordinaattilukua) ja kysytdan onko
niiden joukossa kaksi jotka leikkaavat
toisiaan.

e Kalvoilla 12.1 ndhtiin, miten ristituloilla
voitiin selvittdaa O(1) askeleessa leikkaavatko
kaksi janaa.

Silloin on yksinkertainen
O(n?)

askeleen algoritmi: testaa jokaista janaa
kaikkiin sen jdlkeen tuleviin janoihin.

e Hahmotellaan tdlle ongelmalle
tehokkaampaa algoritmia
pyyhkdisymenetelmalld.

Tadssa tehtdvdssd aikataulun voi muodostaa
etukdteen jdrjestamadlld sybte sopivasti.
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L eikkaavatko janat? 12.4.2

e Yksinkertaistavia oletuksia:

— Mikdan janoista ei ole pystysuora.
Silloin pyyhkdisyviiva leikkaa janan
korkeintaan yhdessd pisteessd.
Jana alkaa vasemmasta pddtepisteestdan
ja padttyy oikeaan.

Viivan tila voi sdilyttda leikkaamansa
janat leikkauspisteiden mukaisessa
Jjarjestyksessd [1, kuva 33.4 (a)].

— Samassa pisteessd leikkaa vain kaksi
janaa.

Viivan ohittaessa kahden janan
leikkauspisteen ne vaihtavat paikkaa
tdssd jarjestyksessd [1, kuva 33.4 (b)].

Oletuksen nojalla ne ovat silla hetkella
naapureita jarjestyksessa.

e Oletukset voidaan poistaa, mutta algoritmi

mutkistuu.
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e Aikataulu muodostetaan etukdteen
lajittelemalla sybtejanojen alku- ja
pddtepisteet sopivasti:

Piste p = (z,y) on ennen eri
pistetta p’ = (z/,¢') jos

—r<a
— =’ ja p alkaa mutta p’ pd&dttds janan.
— x =1, sekd p ettd ¢’ ovat alkavia tai

pasttavia, mutta y < /.

e Voidaan tehda

O(n -logn)

askeleessa

(vaikkapa kalvojen 3.2 pikajarjestamiselld).
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L eikkaavatko janat? 12.4.2

(b)

T ——
(a)

A /
\ h‘. /.' - -
e
\\\ /_- ~
3
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L eikkaavatko janat? 12.4.2

e Jana s [1, kuva 33.5]

lisdtddn viivan tilaan kun aikataulussa on
pddsty sen alkupisteeseen.
Silloin kysytddn janan s naapur(e)ista s’
jérjestyksessa leikkaavatko s ja s'.

poistetaan kun loppupisteeseen.
Jos s oli naapureiden s’ ja s vilissa
jarjestyksessd, niin kysytdan
leikkaavatko s’ ja s”.

e Jos leikkaavat, niin algoritmi vastaa
heti "kylla".

Jos taas pddstdan aikataulun loppuun,
niin "ei".
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L eikkaavatko janat? 12.4.2

e Jdrjestyksen ylldpitoon tarvitaan siis
tietorakenne jossa

— lisays
— poisto
— naapuri(e)n haku

vie vain
O(logn)

askelta.

e Sellaisia on [1, luvut 13 ja 18; 6, luku 6.3]:

— Ne ovat liian vaikeita kilpailutilanteessa
kdsin ohjelmoitaviksi.

+ Sellaisen sopiva toteutus voi |6ytyad
valmiina tietorakennekirjastosta.
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